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PREFAZIONE 



Nel presente Tolume sono esposte le applicazioni fondamentali 
del Calcolo infinitesimale alla geometria, che da alcuni anni svi- 
luppo nel mio corso airUniyersità. 

Si è fatto uso in questo trattato di alcune operazioni sui 
segmenti, spiegate neirintroduzione. Queste operazioni, svilup- 
pate nel corrente secolo sotto diverse forme da varii illustri 
matematici, fra cui meritano menzione speciale BBLLAvmsO) 
MdBius^ e principalmente Hamilton^) e Gbassbìann ^), compaiono 
già, più meno ampiamente, in opere aventi scopo didattico, 
come nei corsi di Meccanica di Sghell'^) e Somoff^), nel corso 
di calcolo di Houel^), e altrove. Nel presente libro però non si 
fa uso che delle operazioni più semplici; i concetti introdotti si 
possono ridurre essenzialmente ai seguenti : 

r L'equipollenza di due segmenti (pag. 1). Si ò assunto, per 



*) Annali deUe Scienze del Regno Lombardo-Veneto, voi. 2° (1832) evol. 5» (1835). 
Sposizione del metodo delle equipollenze — Memorie della società delle Scienze 
residente a Modena. Tomo XXV, parte 2* (1854). Sulle origini del metodo delle 
equipollenze. — Memorie dell'Istituto Veneto: voi. XIX (1876). 

') Der Barycentrische Oalcnl (Leipzig 1827) — TJeber die Zusammensetzung 
gerader Linien ecc. (1844); Ges. Werke Bd. 1, pag. 601. 

*) Lectures on Quatemions (Dublin 1853). — Elemento der Quaternionen, 
Deutsch von Gian (Leipzig 1882). 

*) AusdehnungBlehre (1844) (2« edizione 1878). — V. anche Hankel, Vorl. fl. 
die Gomplexen Zahlen (1867). 

^) Theorie der Bewegung und der Kr&fte^ 2^ edizione (1879). 

*) Theoretische Mechanik, ùbenetzt von Ziwet (1878). 

') Coura de Calcul infinitésimal (Paris, 1878). 
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indicare l'equipollenza, il segno =, il quale à tipograficamente 
più comodo di quello {^ usato dal Bellavitis, o di quello (=) 
proposto dal Schell, e che, almeno in un primo studio, evita gli 
equivoci cui potrebbe dar luogo il segno = adottato da Mòbius, 
Grassmann, Hamilton, ed altri. 

2"* La somma geometrica, o composizione dei segmenti (pag. 4), 
analoga alla composizione delle traslazioni, velocità, ecc. 

3"^ Il prodotto di due segmenti (pag. 6), indicato colla scrit- 
tura a X b, cioè il prodotto delle lunghezze dei due segmenti 
pel coseno dell'angolo compreso. Questo prodotto è funzione 
simmetrica (o commutativa) dei due segmenti, e distributiva ri- 
spetto ad ogni fattore. Esso fu introdotto da Rbsal^) col nome 
di prodotto geometricOy e corrisponde a — S. a b di Hamilton* 
Se il primo segmento rappresenta una forza, il secondo lo spo- 
stamento del punto materiale cui è applicata la forza, il prodotto 
dei due segmenti misura il lavoro della forza. 

4*^ L'area a.b (pag. 17) cioè l'area del parallelogrammo co- 
strutto sui due segmenti a e b ; e il volume a.b. e del parallele- 
pipedo compreso fra questi segmenti (pag. 24). L'area ed il 
volume sono funzioni alternate dei segmenti, e distributive rispetto 
ad ogni segmento. Queste notazioni sono dovute a Grassmann. 

I segmenti cosi definiti possono essere funzioni di variabili nu- 
meriche, e ad essi si applicano i concetti di limite, derivate or- 
dinarie, successive e parziali, la formula di Taylor, le funzioni 
interpolari, e cosi via, analogamente a quanto si fa per le fun- 
zioni numeriche. Gli stessi concetti si applicano alle aree e vo- 
lumi variabili, e specialmente ai punti variabili. Se un punto è 
funzione d'una variabile ^,' e questa misura il tempo, la derivata 
prima del punto non è altro che la velocità , e la derivata se- 
conda l'accelerazione del punto. 



') Traité de Ginématìque pure (Paris 1862) pag. 64. 
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Lo stadio delle curve e superficie resta agevolato da queste no- 
tazioni; le formule assumono forma più concisa; infine parecchi 
risultati, come quelli del Gap. IV, mal si saprebbero enunciare 
senza queste notazioni. La semplicità delle formule sarebbe au- 
.montata, e il calcolo geometrico reso più potente, se si fossero 
fatte nuove convenzioni, le quali però ci avrebbero condotti al di 
là dei limiti prefissi in questa pubblicazione. 

Si ebbe cura in questo trattato di ben definire il limite d'un 
punto, d*una retta, d'un piano (pag. 30) e d'una figura varia- 
bile (pag. 302) ; a proposito di questi limiti sono dimostrati 
alcuni teoremi. Queste definizioni e dimostrazioni mancano 
nei trattati comuni ; pure, se esse si possono tralasciare in 
un primo studio, sono necessarie per una rigorosa trattazione 
delle questioni della geometria infinitesimale; poiché, come si 
dimostra p. e. che il limite d'un prodotto è eguale al prodotto 
dei limiti, si deve pure esaminare sotto quali condizioni p. e. 
l'intersezione di due superficie variabili abbia per limite l'interse- 
zione dei limiti delle superficie. Inoltre queste definizioni permet- 
tono uno studio più accurato degli inviluppi di curve e superficie. 

Nel Gap. IV sono studiate le funzioni numeriche della posi- 
zione d'un punto. La derivata d'una tale funzione è un segmento 
il cui valore assoluto fu chiamato dal Lamé') parametro dif- 
ferenziale di primo ordine. Le proposizioni di questo capitolo 
permettono di risolvere in modo assai elegante i principali pro- 
blemi riferentisi alle normali a curve e superficie, e ai massimi e 
minimi geometrici. 



^) Le^ns Bar les ooordonnées cnrviligDes (Paris 1859), pag. 6. In qaest*opera 
non comparisce ancora il segmento, che qui si chiamò derivata, e che fa intro- 
dotto da Somoff o. e. I risaltati di questo capitolo, già intravristi da Leibniz 
(Math. Schriften, Berlin 1849, tomo VI, pag. 233), furono enunciati da Poinsot 
(Statique, Bruxelles, 1836, pag. 291). 
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Il Gap. V contiene le definizioni di lunghezze, aree, volumi, e 
le relative formule. Sonvi pure trattate alcune questioni generali 
sui campi di punti, sulle funzioni distributive di campi, e sugli 
integrali estesi a campi. Le formule d'approssimazione delle aree 
sono accompagnate dai rispettivi resti ; questi furono recentemente 
ottenuti dal Mansion*). 

Il concetto di polare d*una retta o d'un piano variabile in un 
punto, e le proposizioni relative a pag. 318-333 permettono di 
risolvere le seguenti questioni, e altre analoghe: Date le deri- 
vate (velocità) d'un sistema di punti variabili, trovare: 1^) il punto 
in cui una retta che unisce due punti del sistema tocca il proprio 
inviluppo, supposto che questa retta muovasi in un piano fisso ; 
2*) il piano tangente in un punto qualunque della superficie ge- 
nerata da una retta del sistema ; 3^) le caratteristiche dei piani 
che uniscono a tre a tre i punti dati ; 4P) le derivate dei punti 
d'incontro di queste rette e piani variabili, ecc. 

In questo libro citai più volte il volume di Calcolo già da me 
pubblicato nel 1884. In quel volume io intrapresi a pubblicare, 
col permesso dell'illustre prof. sen. A. Genocchi, la prima parte 
del corso da questi dato nell'Università. Vi aggiunsi alcune pro- 
posizioni in parte estratte da varie opere, in parte mie ricerche 
originali. Parecchie di queste aggiunte sono contrassegnate o col 
mio nome, o col carattere di stampa più minuto, o dalla parola 
esercizii; non portano alcun segno quelle* aventi i numeri 76-78, 
91-96, 110, 112, 114, 116, 126, 152-155, 157-160, 162, 192, 
206, 208. Queste aggiunte mi obbligarono ad alcune lievi modi- 
ficazioni ; quindi il libro pubblicato non rappresenta fedelmente le 
lezioni del prof. Genocchi, ma è un mio lavoro di compilazione. 
A questo proposito il prof. Genocchi pubblicò negli Annali di Ma- 



') Bolletm de rAcadémie R. de Belgique 1886, pag. 293-307. 
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tematica (Serie 2^, tomo XII) la seguente dichiarazione : « In 
€ questi giorni i librai fratelli Bocca hanno pubblicato un volume 

< intitolato Calcolo differenziale e principii di Calcolo inte- 

< graie... Perchè non mi si attribuisca ciò che non è mio, debbo 
€ dichiarare che non ho avuto alcuna parte nella compilazione 
« deiraccennato volume, e che tutto è dovuto a quel giovine 
« egregio che è il Dottor Giusbppb Peano, sottoscritto alla Prefa- 
« zione ed alle Annotazioni ». Quindi, benché io abbia &tto 
largo uso delle lezioni del chiar.°^^ professore, mi assumo l'in- 
tera responsabilità di quanto sta scritto in quel libro, come se 
sul frontispizio del medesimo non comparisse altro nome che il mio. 

Mi ò grato infine esprimere i più vivi ringraziamenti al mio 
amico Gino Loria, professore di Geometria superiore nella R. Uni- 
versità di Genova, per la cura ch'egli ebbe nella correzione di 
questo Ubro. 
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GEOMETRIA INFINITESIMALE 



INTRODUZIONE 



§ 1. Segmenti. 

1. n segmento rettilineo, che va da un punto A ad un punto B, 
considerato in lunghezza, direzione, e senso, è un ente geometrico, 
su cui si possono eseguire operazioni analoghe a quelle che si fanno 
sui numeri. 

Rappresenteremo con AB il segmento che va di A in B; A è il 
punto iniziale, od origine, B il punto finale, o termine. Alcune 
volte indicheremo un segmento con una lettera sola, a, b,...; e sulla 
notazione del segmento segneremo un tratto rettilineo (AB, a) ogni 
guai volta siavi pericolo di equivoco. 

Due segmenti AB e A'B' diconsi equipollenti, & si scrive 

AB ~ A'B', 

se essi hanno la stessa lunghezza, se le rette che li contengono 
hanno la stessa direzione, ossia sono parallele, e 
se essi sono percorsi nello stesso senso. 

I segmenti AB e BA hanno la stessa lunghezza 
e la stessa direzione, ma verso opposto; e si indica 
questo scrivendo 

AB = — BA. 

Fbaxo, Geom. infin. 
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Se i punti estremi d'un segmento coincidono, diremo che esso è 
nullo. Quindi la scrittura AB = esprime la coincidenza dei punti 
A e B. Un segmento nullo non ha direzione. 

2. É chiaro che 

Due segmenti equipollenti ad un terzo sono fra loro 
equipollenti. 

Se le rette AB e A'B' sono parallele, e non coincidenti, e 
se le rette AA' e BB' sono pure parallele, i segmenti AB e 
A'B' sono equipollenti, come pure i segmenti AA' e BB'. 

Problema. — Da un punto come origine condurre un 
segmento OX equipollente ad un segmento dato AB. 

Risolveremo questo problema, ammettendo le seguenti costruzioni: 

1** Condurre la retta che unisce due punti dati. 

2** Segnare la retta che passa per un punto dato,, ed è parallela 
ad una retta data. 




Se il punto non è sulla direzione di AB, si segni per la 
parallela OX ad AB; poi la AO, e la BX parallela ad AO, che in- 
contri OX nel punto X. Il segmento OX è il segmento cercato. In- 
fetti i segmenti AB e OX sono su rette parallele non coincidenti, 
e le rette AO e BX sono pure parallele; quindi OX = AB. 

Se il punto si trova sulla retta AB, si prenda un punto G fuori 
della retta AB. Si costruisca CD = AB, poi OX = CD. Sarà 0X = AB, 
onde OX è il segmento cercato. 

3. Ricorderemo le definizioni delle proiezioni parallele, che ci 
occorrono in seguito. Le proiezioni si possono fare nel piano, o 
nello spazio. 
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Nel piano, dicesi proiezione d'un punto A su d'una retta m fetta 
parallelamente ad una retta l, non parallela ad m, il punto d'inter- 




sezione colla m della retta condotta per A parallelamente ad l. 

Nello spazio avremo a distinguere due specie di proiezioni. 

Proiezione d'un punto A su d'un piano ir, fatta parallelamente 
ad una retta l (non parallela a ir) è il punto d'intersezione della 
parallela ad l condotta per A col piano ti. 

Proiezione d'un punto A su d'una retta l, fatta parallelamente 
ad un piano tt, è il punto d'intersezione del piano parallelo a n 
condotto per A colla retta l. 

Proiezione d'un segmento AB è il segmento che unisce le proie- 
zioni di A e B. 

Proiezione d'una figura formata da punti in numero limitato ad 
illimitato è la figura formata colle proiezioni dei punti della figura 
data. 

Una proiezione dicesi ortogonale o normcUe se la retta o il piano 
parallelamente a cui si proietta è perpendicolare alla retta o al piano 
su cui si proietta. 

É noto che: 

In proiezioni ortogonali, la lunghezza del segmento 
proiezione è eguale alla lunghezza del segmento pro- 
iettato moltiplicata pel coseno dell'angolo che questo 
fa colla sua proiezione. 

Segmenti equipollenti hanno proiezioni equipollenti. 



/^ 
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§ 2. Composizione di segmenti. 



4. Se più segmenti OA, AB, BG, ... HR, RL sono contigui, ossia 
il termine dell'mio coincide coU'origine del successivo, si dice loro 





somma geometrica il segmento OL che va dall'origine del primo 
al termine dell'ultimo; e si scrive 

OL = OA + AB + BG + ... + RL. 

Se in più sementi contigui il termine dell'ultimo coincide coU'o- 
rigine del primo, la loro somma è nulla ; quindi essendo A e B due 
punti qualunque, sarà 

AB + BA = 0, 

e se ABC sono tre punti qualunque, 

AB + BG + GA = 0, 
e AG = AB4-BG, 

e AG^BG — BA. 

Se i segmenti a, b, ... k, 1 sono dati comunque nello spazio, da 
un'origine arbitraria si conduca il segmento OA = a ; poi AB = b, 
e cosi via, HR = k, e RL = 1. Il segmento OL, od un suo equipol- 
lente qualunque, si dirà la somma dei segmenti dati 

a + b + ... + k + L 

Risulta dalle definizioni date che la somma geometrica dei seg- 
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menti OA ed GB è la diagonale OC del parallelogrammo costrutto 
su OA e OB; che la somma dei segmenti OA, OB e OC è la dia- 
gonale del parallelepipedo costrutto sugli spigoli OA, OB e OC. 

I segmenti che si sommano chiamansi pure componenti; la loro 
somma geometrica risultante. All'operazione di determinare la 
somma geometrica di più segmenti si dà pure il nome di compO' 
sizione dei segmenti. 

Insana la Meccanica che se i segmenti componenti rappresentano 
forze applicate ad un punto, la loro somma geometrica rappresenta 
la risultante di quelle forze, ossia quella forza che agendo da sola 
produce sul punto lo stesso effetto che tutte le altre forze insieme. 

É chiaro che: 

La somma geometrica di più segmenti è indipendente 
dairordine con cui questi si sommano. 

La lunghezza della somma geometrica di più segmenti 
non è maggiore della somma delle lunghezze di questi 
segmenti. 

5. Diremo che un segmento b è il prodotto d*un segmento a per 
un numero m (intero, o fioatto o irrazionale, positivo o negativo), e 
scriveremo b = ma, se i segmenti a e b hanno la stessa direzione, 
se la ragione delle lunghezza di b alla lunghezza di a è rappre- 
sentata dal valore assoluto di m, e infine se a e b hanno lo stesso 
verso, quando m è positivo, ed hanno verso contrario quando m 
è negativo. 

È chiaro che, essendo a, b, .. segmenti, ed m, n, .. numeri, si ha 

(w + ^ + •••) a = ma + na + .•• 
m(a + b + e + •") = m;^ + mb + me 4" — 
e (m + n) (a + b) = ma + *wi + ^h + >*b, 

vale a dire ai prodotti di numeri per segmenti si possono applicare 
le regole che valgono pel prodotto di due numeri. 

Intenderemo colla scrittura a : m = — il prodotto del segmento a 



m 



pel numero — . 



r 
4 
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Cosi risulta ben definito il significato deli^espressione 

ma + nb -\-pc + .,., 

ove a, b,... sono segmenti, ed m, n,... numeri; e (questa espressione 
rappresenta un segmento. 

È chiaro che ì segmenti a e* ma sono paralleli ad una stessa 
retta, e che i segmenti a, b, ma -{- nb sono paralleli ad uno stesso 
piano. 

6. Teorema. — La proiezione della somma di più seg- 
menti è la somma delle proiezioni di questi segmenti. 

Siano a b e ... 1 i segmenti dati; a' b' ... 1' le loro proiezioni. Da 
un punto si conduca OA = a, AB = b, ... KL = 1. Sarà OL = 
a + b + ... + 1- Si proiettino i punti OAB...KL, e siano (yA'B'...K'L' 
le loro proiezioni. Sarà (YA! = a', A'B' = b', ... K'L' =1'; e quindi 
O'L' = a' -|-b'-j-. .. + !'• Ma O'L' è la proiezione di OL, dunque la 
proiezione della somma dei segmenti dati è la somma delle loro 
proiezioni. 

Teorema. — Se la proiezione del segmento a è a', la 
proiezione di ma è ma^ 

Invero, se AB = a, e AG = ma, e A'B'C sono le proiezioni di 
ABC, le rette ABC e A'B'C sono segate in questi punti da rette o 
piani paralleli alla retta, o al piano secondo cui si proietta. Quindi 
lafragione di A'C a A'B' è eguale alla ragione di AG ad AB; e 
poiché AG^mAB, si deduce A'G' = mA'B'. 

Da questi teoremi si deduce che se i segmenti a, b, ... hanno per 
proiezioni a' b' ..., il segmento ma -j- wb -|- .... ha per proiezione 
ma' + nV -\- .... 

§ 3. Prodotto di due segmenti. 

7 . Il prodotto dei numeri assoluti che misurano le lunghezze dei 
segmenti a e b, pel coseno dell'angolo che fanno le loro direzioni 
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e versi, vien detto prodotto dei segmenti a e b. Lo indicheremo 
con a X ^- ^^^ ò ^^ numero. Se a e & sono le lunghezze dei 
segmenti, ab Tangolo che essi fieinno, si ha: 

a X ^ = a&cosab. 

Se i segmenti a e b hanno la stessa direzione, e lo stesso verso, 
co^ab == 1, e quindi a X 1^ = ^- ^ hanno la stessa direzione, ma 
verso opposto, cosskb = — 1, e quindi aX^ = — ^^« 

n prodotto di due segmenti è nullo quando, e solo quando è nullo 
uno dei due segmenti, ovvero essi sono ort(^onali. 

n prodotto di due segmenti non si altera scambiando il loro ordine. 

n prodotto a X ^ è ^uale al prodotto di a per la proiezione or- 
togonale su a di b, ovvero alla proiezione di a su b moltiplicato 
per b. 

Porremo a* = a X a, e lo chiameremo quadrato di a. Esso vale 
il quadrato della lunghezza di a. 

Se da un punto dello .spazio si conduce una segante OMN ad 
una sfera di centro G, è noto che il prodotto OM X ^N è costante, 
variando la segante, e dicesi potenza del punto rispetto alla sfera G. 

n prodotto OA X OB è la potenza del punto 
rispetto alla sfera di diametro AB. In&tti 
questa sfera incontri OB in H. L'angolo AHB è 
retto, quindi OH è la proiezione di OA su OB; 
e la potenza di rispetto alla sfera, che vale 
OH X OB vale appunto il prodotto OA X OB. 

8. Il prodotto della somma geometrica di più segmenti per un seg- 
mento è eguale alla somma algebrica dei prodotti di quei segmenti 
per questo: 

(a + b + c)Xh = aXh + bXh + cXh. 
Infetti si proiettino i segmenti a, b, e su h, e siano a'b'c' le loro 
proiezioni. Sarà a' + b' + C la proiezione di a + b + e, e 

aXli = a'Xli, bXli = b'Xb, cXh=c'Xh, 
(a + b + c)Xh=(a'+b' + c')Xli. 




Ora, a', V, e' ed b essendo. segmenti di una stessa retta, si ha 

e qnindi 

(B + b + c)Xl» = ftXl> + bXli + cXl>. 

■ ■ - - . ... gggjugntj^ anal(^he 

.Xa'-t-bXb' 

^CB — GA.; quindi 

% AB, e T l'&ngolo 



Xc+2hxo; 



ivamente BX — AX, 
si riduce ad una 



i punti. 



I aa è pa- 
le a è un segmento 
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parallelo ad i, detto x il numero che rappresenta la ragione della 
lunghezza di a a quella di i, preso positivamente se a ed i hanno 
lo stesso senso, e negativamente se hanno senso opposto, sarà 

a = 071 ; 

diremo che il numero o? è la coordinata del segmento a parallelo 

4 

ad i. 

10. Se i e j sono due segmenti, oA +2/J» ove xeày sono numeri, 
è pure un segmento, e questi tre segmenti sono paralleli ad un piano. 

Viceversa, se tutti i segmenti che si considerano sono paralleli 
ad uno stesso piano, presine due i ed j non y 
nulli, né paralleli, ogni altro semento a si 
può mettere sotto la forma a = od -|- j/j. Invero, ^> 
fetto 01 = i, OJ = j, OA = a, se i, j, a sono 

paralleli ad uno stesso piano, 01, OJ,OA sono ^ *}■ 

contenuti in uno stesso piano. Sia AB la parallela ad OJ condotta 
per A, che incontri la 01 in B. Sarà 

OA = OB + BA. 

Ma, siccome OB ha la stessa direzione di 01 = i, esisterà un numero 
X tale che OB = an ; e siccome BA ha la stessa direzione di OJ = j 
esiste un numero y tale che BA = j/j. Quindi 

a = aji + |/j. 

I numeri a? ed |/ diconsi coordinate del segmento a rispetto ai 
segmenti i ed j. 

1 1. Se infine i segmenti che si considerano sono disposti comunque 
nello spazio, fissati tre segmenti di riferimento i, j, k, né nulli, né 
paralleli ad uno stesso piano, ogni altro segmento a si può mettere 
sotto la forma 

a = od + l/j + z\ 

ove Xy y, z sono tre numeri. 
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Infatti, fatto 01 = i, OJ = j, OK = k, e OA = a, da A si conduca 
AB II OK, che incontri il piano lOJ in B; da B si conduca BG || OJ 
M che incontri 01 in G. Sarà: 



OA = OG + GB + BA. 

Ma, poiché i segmenti OG, GB, 
BA sono paralleli ad i, j, k, esistono ^ 
^ tre numeri a?, y, z tali che 




OG = a;i, GB = |/j, BA = ^k ; 
e quindi 



a s ad + 1/J + ^k- 

I tre numeri a?, 2/, z, dati i quali è determinato il segmento a, e 
che sono determinati quando sia dato a, diconsi coordinate del seg- 
mento a, rispetto ai segmenti di riferimento i, j, k. 

Se i segmenti che si considerano partono tutti da un'origine fissa 
0, dato il segmento OA, risulta determinato il punto A, e viceversa, 
dato A, risulta determinato OA. Le coordinate del segmento OA si 
possono perciò chiamare le coordinate del punto A. Se i segmenti 
di riferimento 01, OJ, OK sono eguali all'unità di misura, queste 
coordinate sono le coordinate cartesiane di A, ove si prendano per 
assi cartesiani le rette 01, OJ, OK. E se questi segmenti, oltre al- 
l'essere eguali, sono ancora a due a due ortogonali, si hanno le 
coordinate cartesiane ortogonali. 



12. Troveremo ora alcune relazioni fra le coordinate di segmenti, 
ed alcune formule di geometria analitica. 

1. Se i segmenti a e b, hanno per coordinate a?, y, z, e a?', y\ z', 

sarà 

a = OT + 2/j -f ^k» h = x'ì + y'i + ^k , 
quindi 

B, + h = (a) + af)i + {y-\-y^)i + (z + z^)ii, 
h-ei^{af-x)i'^{y'-y)j-\-{z'-z)k, 
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ossia le coordinate della somma o difiérenza di due segmenti sono 
le somme o differenze delle coordinate di quei segmenti. 

2. Se 

a = a?i + 1/ j + ;3:k 
si deduce 

TTiA = nuvi + myj + mzk , 

e così si hanno le coordinate di ma conoscendo quelle di a. 

3. Se i punti A e B hanno per coordinate XyP, z e a?', y', z\ sarà 

OA = ad + i/j + ^k, OB = a/i + ì/'j + ^k, 

e AB = OB — OA = (a/ — a?)i + (2/' — i/)j+(^' — ^)k, 

e cosi si hanno le coordinate del segmento AB conoscendo le cooi> 
dinate di A e di B. 

4. Se a = a?i + 1/J + ^k , e b = a?'i + l/'j + ^2^^ > moltiplicando si 
ottiene 

(1) a X 1^ = osod^ + i/j/'j« + zz'V + 

questa formula esprime il prodotto a X h in funzione delle coor- 
dinate di a e di b, e dei prodotti i*, i X j> ecc., che sono determinati 
quando sono dati i segmenti di riferimento. 

Se si prendono i segmenti di riferimento eguali all'unità, e orto- 
gonali, si ha: 

iXi = l, JXJ = 1, kXk = l, 
ÌXJ=0, iXk = 0, JXk = 0, 

e quindi 

(2) aXh = a?a?'-f|/i/' + J3r^'. 

5. Se il segmento b coincide con a, il prodotto a X b si riduce ad 

a X a = (lung. a)«, 

e quindi dalla formula (1) si può ricavare la lunghezza d'un seg- 
mento, conoscendone le sue coordinate. 
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Supposti i segmenti di riferimento imitarii ed ortogonali, dalla 
(2) si ha 



(3) (lung. a)*=^* +2/*-f-'2^* > luiig- a=:>/ir* + 2/* + ;8:*, 

formula che dà la lunghezza d*un segmento in funzione delle sue 
coordinate cartesiane ortogonali. 

Come caso particolare, se i punti A e B hanno per coordinate 
cartesiane ortogonali a?, i/, ^ e a?', y\ z^, si deduce 

lung. AB = i/{af — xf+{y' — yf + (z' — zy. 

6. Detti a e & i valori assoluti delle lunghezze di a e b, e 6 l'angolo 
che fanno questi segmenti, la formula (2) diventa 

ascose = w(x/ + 2/1/' + zz^ , 

e, risolvendola rispetto a cos6, e sostituendo ad a e & i loro valori 
dati da (3), si ricava 

cose= «^«^' + ^2/ + ^^ 



A* + !/* + ^' |^a?'« 4- y*» 4- y« 



che dà il coseno dell'angolo di due segmenti in flinzione delle loro 
coordinate cartesiane ortogonali. 

7, Siano i j k e i' j' k' due terne di segmenti fondamentali. 
Supposte note le coordinate dei tre primi segmenti rispetto ai secondi: 

i = ai' + pj' + Tk' 
j = a'i' + p'j' + T'k' 
k = a'T + p"j' + T"k' , 

e conoscendo le coordinate del segmento a rispetto alla prima 
terna 

a = ai +|/j+;3:k, 

si vogliono le coordinate di a rispetto alla seconda terna. 

La questione si risolve immediatamente sostituendo in questa 
formula ad i, j, k i loro valori. Si ottiene 

a = (CUT + a'2/ + a"^) i' + (P^ + ?'y + P^-sr) j' + (jx + Yv + T"^)k', 



— - ■ 
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ed i coefficienti di i', j', k' sono le nuove coordinate di a. Si vede 
di qui che le nuove coordinate sono funzioni lineari omogenee delle 
antiche. 



§ 5. Applicazioni. 

13. Per famigliarizzare il lettore al calcolo dei segmenti, tratte- 
remo alcune questioni che si riferiscono ai baricentri. 

Siano A| A« ... An n punti dello spazio, cui siano affissi rispetti- 
vamente i numeri, o pesi m^ m^ ... mn- 

Sia un punto dello spazio, e si calcoli la somma geometrica 

9 (0) = mfiki + ^jOA, + ... + ^wOA. , 

che è un segmento, che dipende da 0. Si vuol esaminare la legge 
con cui, variando questo segmento, varia 0. 

Sia S un altro punto dello spazio. Ricorrendo alla formula OA = 
OS + SA, si ricava 

m,OA^ + ^«^A, + ... + ninOkn = 
(m^ + m, + ... + m») OS + mfik^ + m^SA^ + - -^ w^«SAn , 

ossia 

(1) b(0) = (m^ + m, + ... -f mj OS + s(S). 

Se la somma numerica m^ + ^« + - + ^« ^^^ è nulla, si può 
determinare un punto S tale che, corrispondentemente ad esso, sia 
s(S) = 0. Invero, affinchè questo avvenga, è necessario e sufficiente 
che sia 

s(0) = {m^ + ^2 + - + w^,)OS , 

da cui si ricava il segmento OS, e siccome è fisso, risulta deter- 
minato il punto S. 

Questo punto S, corrispondentemente al quale è nulla la somma 
geometrica s(S), dicesi baricentro dei punti dati coi pesi dati. 
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Supposto che nella formula (1) il punto S sia appunto il baricentro, 
essa diventa 

s(0) = (m^ + /n, + .... + m«)OS, 
ovvero 
(2) mfiki + mfik^ + ... + mnOkn = (m^ + m^ + - + ^WnpS , 

che esprime la somma dei segmenti variabili di sinistra in funzione 
del solo semento variabile OS. 

Se invece la somma m, +^« + - + ^^ = 0, la equipollenza 
(1) dice che s(0) = s(S), ossia la somma 8(0) è indipendente dal 
punto O; e se corrispondentemente ad un punto dello spazio essa 
non è nulla, essa non sarà nulla per alcun altro punto ; e se essa 
è nulla per uno, lo sarà, per tutti. 

1 4. Siano Xr yr Zr le coordinate del punto Ar, ed il punto arbi- 
trario sia l'origine delle coordinate. Allora 

OAr = Xri + l/rj + ^rk , 

e sostituendo nella formula (2), ed ordinando si ha 
(m^x^ + mgOJj + ... + 7nna?n ) i + (m^y^ + m^y^ + ... + mnyn ) j 
+ (^1^1+ m^z^-\-.„-\-mnZn ) k = (^4 + mj + ... + mn ) OS, 

dalla quale si ricavano le coordinate del segmento OS, ossia del 
baricentro S; queste sono 

m^Xx + m^D^ + .... m,yi + m^^ + .... w^^j + m^z^ + .... 
Wj -f- fn^ ^ .... tn^ "^ wij -f- .... wi| .^ w^ •\- .... 

Si proiettino i punti A^ Aj .... An ed il loro baricentro S su d'un 
piano o su d'una retta; e segnamo con un accento le loro proie- 
zioni. Poiché 

m^SA^ + ^iSAj + .... -|- Wn SAn = , 

si deduce 

m^S'A/ + mjS' Ag' + ... + mn S'An ' = , 
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ossia la proiezione del baricentro S dei punti dati è il baricentro 
delle proiezioni di questi punti, ove alle proiezioni si affiggano gli 
stessi pesi. 

n baricentro S dei due punti A^ e A, coi pesi m^ e m^ {m^ + 
7W, < 0) si trova sulla retta A^A, e la divide in segmenti SA^ ed 

SAg il cui rapporto è — — . Infatti si ha, per la definizione del 

baricentro m^SA^ 4* ^^SA^ = , ossia SA, = — — SA, , il che dice 

appunto quanto si voleva dimostrare. Reciprocamente ogni punto 
della retta A, A^ si può considerare come il loro baricentro, purché 
ad essi si affiggano pesi convenienti. 

È pure facile lo scorgere che il baricentro S di tre punti A, B, G 
giace nel piano di questi punti; e viceversa, se S giace nel piano 
ABC, esso si può considerare come il baricentro dei punti A, B, G, 
ove a questi si affiggano pesi convenienti. 

Se il gruppo di punti A, A, ... An coi pesi m^ m, ... ha un bari- 
centro S, ed il gruppo di punti An+i -.• An+p coi pesi mn-hi-" 
/Wh -hi» ha un baricentro S', il baricentro S" del sistema formato 
dai due gruppi di punti, coi rispettivi pesi, è il baricentro di S col 
peso m^ -f" ^2 - + ^^ e di S' col peso /Wn-h i + ... + w^n-hj». Invero 
si ha 

(m, + m, + •" +^?^nPS = mflk^ + ... + mnOkn , 

(Wn + l + - + mn-hpV^' = W^n-hlOAn-hl + ... + Tnn-hpOAn-hp, 

(Wi -|- ... + ?Wn + ^Wn -h 1 + ... + mn-f-ppS" = 

m,OA, + - 4- W^nOAn + Wn-f. lOA«-+- 1 + ... + mn+pOLn-^p , 

da cui si ricava: 

(mj -f- ... + 7n» + mn-*. i + ...+ w^+p)OS" = 

(m^ + ... + Wn) OS + (mn-h 1 + - + ^Wn -hp) OS' , 

che dice appunto quanto si voleva dimostrare. 

15. Siano ancora A^ A, ... An punti dati, cui sono affissi i numeri, 
pesi, m^ m^ ... nu- Preso un punto nello spazio, si consideri la 
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somma 



2(0) = m^OA,* + m^OA,* + ... + mnOA»* , 



ove con OA* si intende il quadrato del numero che misura OA, 
vale a dire OA X OA. Si vuol studiare il modo di variare di questa 
somma col variare di 0. 

Sia S im altro punto dello spazio. Ricorrendo alla formula OA » 
OS + SA, si deduce: 



m,OA,« + m^OAg* + ... + m„OAn* = (m^ + m, + ... + ?7inX>S* + 
-f 2(77l,SA, + w,SA, + ... + mnSAn) X OS + 
+ m^Sk* + mjSV|+ ... -f-mnSAi? . 

Se ora ^n, -f*^2 + ...+mn non è nullo, esiste il baricentro dei 
punti dati, colle masse date, e se S è questo baricentro, sarà 

m^SA^ + m,SA, + ... + ^nSA» = , 

e la formula precedente si riduce a 

2(0) = (m, + 7n, + ... + TTinW + 2(S) , 

e cosi resta espressa la somma 2(0) in funzione del solo segmento 
OS variabile con 0. Se m^ ■+- m, + ... + mt, è positiva, 2(0) si riduce 
a 2(S) quando coincide con S. Per ogni altra posizione di sarà 
2(0) > 2 (S); ossia, se la somma dei pesi è positiva, la somma 2(0) 
è minima quando coincide col centro di gravità. Essa sarebbe 
massima se la somma dei pesi fosse n^ativa. Se il punto varia^ ma 
in modo che OS* sia costante, ossia movendosi su d'una sfera di 
centro S, 2(0) si mantiene pure costante. 
Se m^ + m^-{-... + mn=^0 y la prima formula scritta diventa 

2 (O) = 2(m,SA, + m,SA, + ...) X OS + 2 (S) , 

ovvero, fatto s = m^SA^ + mjSAg + - + ^>^SAn, che è un segmento 
indipendente da S, si deduce 

2(0) = 28X0S + 2(S), 
e quindi sarà 2 (0) = 2 (S) tutte le volte che s X OS = , ossia, se 
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B non è nullo, la somma S(0) noà si altera spostando il. punto 
in un piano perpendicolare ad s. Se infine 8=0, la somma 2(0) 
ha un valore costante per tutti i punti dello spazio. 

§ 6. Aree. 

16. L*area d*una figura piana, ove si consideri ad un tempo la 
sua grandezza, la giacitura del piano che la contiene, ed il verso 
in cui è percorso il suo perìmetro, è un nuovo ente geometrìco. 

Indicheremo con ABC l'area del triangolo di vertici A, B, G, ed 
il cui perimetro sia percorso nell'ordine in cui sono segnati i vertici. 
Indicheremo con a . b, ove a e b sono due sementi, l'area del pa- 




rallelogrammo OACB, ove OA = a, e OB = b, ed il cui perimetro 
sia percorso nel verso del primo semento OA = a, e quindi nel 
verso opposto al secondo. Il punto fina le due lettere a e b sta per 
separarle, e non indica una moltiplicazione, benché l'operazione a.b 
abbia alcune proprietà della moltiplicazione. 

In quanto segue considereremo specialmente le aree di parallelo- 
grammi, esprimibili con parallelogrammi. 

Diremo che due àree piane a e p sono equipollenti, se hanno 
la stessa grandezza, se hanno la stessa giacitura, ossia se i loro 
piani sono paralleli, e se i perìmetri delle due aree sono percorsi 
nello stesso verso, ossia, se una persona che li percorre amendue, 
mantenendosi sempre parallela a sé stessa, ha sempre a sua destra, 
od a sua sinistra l'interno dell'area. Indicheremo T equipollenza 
scrivendo a = p. 

Ck)si è chiaro che i trìangoli ABG, BGA, CAB sono equipollenti ; 
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mentrechè i triangoli AGB, BÀG, GBA, pure equipollenti fra loro, 
hanno la stessa grandezza dei tre pcìnd, ma hanno verso opposto. 
Ajialogamente i parallelogrammi a.b e b.a hanno la stessa gran- 
dezza e giacitura, ma verso opposto. Indicheremo questo scrivendo 

a.b ^ ^ b.a . 

Se i segmenti a e b sono paralleli, sarà a.b = 0. Viceversa, se 
a.b = 0, è necessario e sufficiente che o i segmenti siano paralleli, 
ovvero che uno di essi sia nullo. Gome caso speciale, se a è un 
segmento qualunque, sarà sempre a.a = 0. 

17. È noto che 

Due aree equipollenti ad una terza sono fra loro 
equipollenti. 

Se i parallelogrammi OA.OB e 
OA.OB' hanno un segmento OA 
comune, e sono compresi fra 
le rette OAeBB' parallele, essi 
sono equipollenti. 

Problema. — Dato un parallelogrammo OA.OB, ed un seg^ 
mento OP, costrurre un segmento OQ tale che (WP.OQs 
OA.OB. 
È chiaro che il piano OP.OQ contiene OP, e se OP.OQ s OA.OB, 

è necessario che OP sia contenuto 
in uno stesso piano con OA ed OB. 
La retta condotta per O paral- 
lelamente a PA incontri la paral- 
lela ad OA condotta per B, nel 
punto Q. Dico che OQ soddisfa 
alle condizioni imposte. Se per Q 
conduco la parallela ad OP, e 
prendo in questa un punto ad ar- 
bitrio Q', anche OQ' soddisfisi alle 
condizioni volute. 
In&ttì, i parallelogrammi OA.OB e OA.OQ hanno un segmento 
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GA comune, e sono compresi fra le rette parallele OA e BQ ; quindi 
OA.OB = OA.OQ; ma i parallelogrammi OA.OQ e OP.OQ hanno OQ 
comune, e sono compresi fra le rette parallele OQ e PA; qiiindi 
OA.OQ = OP.OQ; perciò OA.OB s OP.OQ. 

Inoltre, siccome OP.OQ ^ OP.OQ', si deduce che ogni segme&to 
OQ' soddisfo alle condizioni volute. 

18. Se le aree considerate hsmno la stessa giacitura, ossìa trovansi 
tutte in uno stesso piano, od in piani paralleli, è sufficientemente 
definito che cosa si intenda per loro somma, che è ancora un'area 
avente la stessa giacitura. 

Intenderemo per prodotto di un'area a per un numero m una 
nuova area, tale che la ragione della sua grandezza alla grandezza 
di a sia eguale al valore assoluto di m, che ahbia la stessa giacitura 
4i a, e lo stesso verso se m è positivo, ovvero il verso opposto se 
m è negativo. 

É chiaro che se a è un'area non nulla, ogni altra area avente 
la stessa giacitura si può mettere sotto la forma ma. 

Diremo che Tarea (T ò la somma geometrica delle aree a e p, 
aventi giacitura qualunque, se, proiettando su ogni piano arbitrario 
tr parallelamente ad ogni retta arbitraria, la proiezione di (T è la 
somma delle proiezioni di a e di p. 

Teorema. — Se a, b ed I sono segmenti, l'area determi- 
nata dal segmento a'-{-h con 1 è la somma geometrica 
delle aree determinate da a con I, e da b con 1: 

(a + b).l = a.l + b.l 

Suppongansi dapprima i segmenti 
a, b, 1 in uno stesso piano. Sia AB = a, 
BC = b , e quindi AG = a + b. Sia ^ 
AA'sBB'sGG'sl. Sarà a.l=ABB'A', 

e b.l = BCG'B'. Dalla somma di questi 2 Ì' 

parallelogrammi togliendo il triangolo ABC, ed aggiungendovi l'e- 
quipollente A'B'C, si deduce 
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ABB'A' + BGG'B' s AGG'A , 
ossia 

a.l + fe'l = (a +b) . 1 , e. V. d. 

Siano ora i segmenti comunque nello spazio. Si proietti su d*un 
piano qualunque. Siano a', b', l' le proiezioni di a, b, 1; sarà a' + b'' 
la proiezione di a + b, e aM', bM', (a' + b').!' le proiezioni di a.l 
b.l e (a + ^)-l- Ora, per ciò che si è dimostrato, siccome a', b', V 
sono in uno stesso piano, si deduce aM' + b' J' s= (a' + b').r, ossia 
la proiezione, su d'un piano arbitrario, dell'area (a + b).l è la 
somma delle proiezioni di a.l e di b.l, e quindi (a +b).l = a.l + ^-^ 
e. V. d. 

Il teorema precedente permette di sommare due, e quindi più. 
aree contenute in piani non paralleli. Siano a e p le due aree con- 
tenute in piani non paralleli. Sulla retta intersezione dei due piani 
si prenda un segmento arbitrario 1, e si determini il segmento a 
in modo che a.l = a ed il segmento b tale che b.l = p. Sarà (a + b).l 
= a -|- p, ossia la somma delle aree date. 

Siccome, scambiando i due segmenti che formano un parallelo- 
grammo esso non cambia che segno, si deduce 

L(a -h b) s La + l.b 
e quindi 

(a + b).(o 4" d) = a.c -)- a.d + b.c ^ b.d . 

Il teorema dimostrato è equivalente ad un noto teorema di geo-^ 
metria piana. 
Sia OAGB un parallelogrammo, e OC la sua diagonale. Sarà 

^ OC = OA + OB. Preso nel piano ad arbitrio 
un punto P, sarà 

OG.OP = OA.OP + OB.OP. 

Ora OC.OP, OA.OP, OB.OP sono i doppi 
delle aree dei triangoli POG, POA, POB; 
dunque il primo triangolo è la somma degli altri due (teorema 
di Varignon). 
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19. Siano nello spazio n punti A^ As...Àn, cui siano affissi n se^ 
menti a^ a^...an. Preso un punto si consideri la somma geometrica 
<telle aree: 

ui(0) = OA^.ai + OA,.a, + ... + OAman . 

Si vuol studiare il modo di variare di quest'area, ove varii il 
punto 0. 

Sia S un' altro punto dello spazio. Siccome OA = OS + SA, si 
deduce 

OA|.a^ + OAj-a^ + - — OS.(a, + a, + ...) -{- Sk^.9i^ + SA,.a, + ... 
ovvero 

ui(0) = 0S.(a4 + a, + ...) + u) (S) 

od ancora, ponendo s = a, + «^ + -> 

ui(0) = OS.S + uj(S). 

Supposto 8 non nullo, si deduce u)(0) ^ uj (S) se OS.s ^ ; ossia 
se OS è parallelo ad s. Quindi l'area u)(0) non varia se il punto 
si muove su d'una parallela al segmento s. 

Se s è parallelo al piano ui(OX si può determinare un segmento 
OS tale che ui(0) = OS.s ; e pel quale u>(S) = 0. Questi punti S sono 
infiniti, e giacciono su d'una retta parallela ad s. In tal caso 
l'area u), somma di n parallelogrammi compresi fra un lato varia* 
bile con 0, ed un lato fisso, resta espresso mediante un parallelo- 
grammo della stessa natura. Ma se s non è parallelo al piano u)(0), 
non sarà mai uj(0) = OS.s, e quindi per nessun punto S dello spazio 
si può avere uj(S) = 0. 

Se poi 8 = 0, l'area uj(0) risulta indipendente dal punto O. 

Limitandoci alle figure nel piano siano A|B|==ai, A,B2 = a^, ....; 
allora OA.a è il doppio dell'area del triangolo OAB. Quindi, se la 
risultante 8 dei segmenti A^B^, A^B^,... è nulla, la somma dei trian- 
goli OA^Bp OAjjBg,... è costante per ogni punto del piano. Se invece 
la risultante di questi segmenti non è nulla, la somma OA^B^ -j- 
OA^B, -f ... è nulla per tutti i punti d'una certa retta. Segnata 
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questa retta, e portato su essa un segmento equipollente ad 8, e sia 
SS^ si deduce 

Okfi^ + OA A + - = OSS', 

e cosi la somma dei triangoli di sinistra è espressa mediante un 
solo triangolo. 

Se i segmenti dati sono il lati d*un poligono chiuso ABGDE, si avrà 
appimto 8 = 0, e quindi la somma ui =OAB +OBG + OGD + ODE + 
OEA è costante, qualunque sia il punto O. Ora si vede che se il 
poligono non si interseca, questa somma costante è Tarea del poli- 
gono. E si suol porre in generale per definizione dell'area d*una linea 
poligonale ABC... chiusa, qualunque, la somma OAB -j- OBG -f ...» 
che è indipendente dal punto 0. 





Go£Ì ad esempio, se ABCDE è un pentagono regolare stellato, avrà 
un significato la sua area, benché esso non risulti dai concetti della 
geometria elementare ; e detto il centro del pentagono, quesVarea 
vale cinque volte Tarea del triangolo OAB. 

20. Siano ancora A^ A^... An n punti deUo spazio, cui sono affissi 
i numeri o pesi m^m^...mK> Presi due punti P e Q si vuol studiare 
il modo di variare delFarea 

Q s m^A^PQ + mjAjPQ + ... + m^AnPQ , 

al variare di P e Q. 
Si ha 

2Q = m,k;P.PQ + w,A,P.PQ + ... + WnAJP.PQ, 

ossia 

2Q = (m^A^P + w,A,P + ... + WnA»P).PQ 
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Se ora wi^ + m, -[- - + ^^ ^on è nullo, esiste il baricentro S dei 
punti dati coi pesi dati, e sarà 

m^A^P + mjAjP + ... + mnkiP = (m^ + m, + ... + ^Wn)SP ; 

quindi 

2Q = (m, + m, + ... + mn)SP.PQ , 

ed infine 

Q = (w^ + TWg + ... + mn)SPQ . 

Cosi l'area Q è uguale all'area del triai^olo di vertici il baricentro 
ed i due punti dati, moltiplicata per m^ + ^ + — + ^^• 

Se invece iw^ + m^ + - + ^w« = 0, m^A^P + - + winA^ è un 
segmento indipendente da P. Dettolo s, sarà 

2Q = B.PQ. 

21. Ragionando dapprima nel piano, siano oo y e af j/ le coor- 
dinate dei segmenti a e b. 

a s ai + yj , b = a/i + y'j- 
Osservando che i.i = 0, jg = 0, j.i s — 1 j, si deduce 

X y 



a.b » {oDy' — a/|if) ì.j = 



0/1/ 



1.J ; 



e cosi resta espressa l'area a.b in fìinzione delle coordinate dei 
segmenti dati, e dell'area i.j formata dei segmenti di riferimento. 
Se questi sono eguali all'unità ed ortogonali, l'area i.j è aiq>anto 
runità di misura delle aree, ed in tal caso a>y^ ~-aiy è il numero 
che misura Farea a.b. 
Se i punti ABC hanno per coordinate xy^ oif ^, a}^ y'^ si avrà 



ABC = ^AB.AB=| 



l.J. 



af — X y' — y 
af^ — X y" — y 

Nello spazio, riferiti i sementi a e b ai s^pmanti i j k, aia 

fi^aA + yì-\-zk, »sa/i + y'j + ;J'li ; 



A 


00 V i\ 




X' v' i 




af' v» 1 
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si deduce in modo analogo: 



a.b = {xy' — afy) i.j + {yz' — y'z) j.k + {zaf — xz'yt.ì = 



j.k k.i 1.J 

X y z 
0/ y' z" 



che esprime Tarea a.b in funzione delle coordinate di a e di b, e 
delle aree ig, j.k, e k.i che giacciono nei piani coordinati. 



§ 7. Volami. 



29. Se a è un'area piana data in grandezza, giacitura, e senso, 
ed 1 un segmento pure dato, intenderemo con a.l il volume del so- 
lido (prisma) generato da un segmento che si muove conservandosi 
sempre equipollente ad I, e la cui origine percorra tutti i punti di 
a. Così a.b.c rappresenta il volume del parallelepipedo compreso da 
tre spigoli equipollenti ad a, b, e. 

Ck)me pei segmenti giacenti su d*una stessa retta non si ha a 
parlare di direzione, ma solamente di grandezza e senso, e come 
peUe aree che stanno in uno stesso piano non si ha a considerare 
che la grandezza e senso, cosi pei volumi non avremo a conside- 
rare che la grandezza e senso. 

Diremo che due volumi a.l e p.r sono equipollenti, se oltre al- 
Tavere la stessa grandezza, hanno lo stesso senso, ossia se trsls- 
portando Tun solido in modo che coincidano i piani delle aree a e p, 
e queste aree siano percorse nello stesso senso, i due solidi trovansi 
da una stessa parte, ovvero da parti opposte del piano delle aree. 

Cosi i volumi a.b.c, b.ca, c.a.b sono equipollenti; mentrechò b.a.c, 
a.c.b, c.b.a sono pure fra loro equipollenti, ma di senso opposto ai 
primi. 

É chiaro che cosa si intende per somma di più volumi, e per 
prodotto d*un volume per un numero. 
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Teorebia. Il volume a.(a-f-b) è eguale alla somma dei 
volumi a.a e a.b; cioè 

a^a 4- b) = a.a + ««b. 

Invero, sia OA = a, e AB = b ; per A si conduca il piano parallelo 
ad a, che incontri OB in A'. Il volume generato 
da OA è eguale a quello generato da OA', perchè 
prismi aventi la stessa base> e compresi fira piani 
paralleli; e per la stessa ragione, il volume ge- 
nerato da AB è eguale al volume generato da 
A'B. Ma il volume generato da OA' più il volume 
generato da A'B è il volume generato da OB, dunque 

a.OA + a.AB = a.OB , e. v. d. 

Quindi si deduce, che se a, b, e sono somme geometriche di più 
segmenti, il volume a.b.o è la somma di tutti i volumi ottenuti 
combinando una componente di a con una componente di b e con 
una componente di e. 

23. Si riferiscano i segmenti dati a tre segmenti 1, j, k, e sia 

a = a?ii + i/j + ^ik, b = aJ,i + yJ + J2r,k, e ^aj^i + i/^j + ^jk; 

e si calcoli il volume 

a.b.c == (a?,i + y j + z;k).(a)^i + i/j + ^,k).(a?3Ì + yj + zjk). 

Sviluppando il membro di destra, e tenendo conto che ogni volume 
compreso fra tre dei segmenti 1 j k, di cui due siano ripetuti, è nullo, 
e che i volumi compresi fra i segmenti distinti i, j, k, sono tutti eguali 
a meno del s^no, e valgono +ig.k, secondochè per passare da 
questa scrittura alla precedente occorre un numero pari o disparì 
d'inversioni delle lettere i j k, si deduce che a.b.c è uguale ad ig.k 
moltiplicato per un polinonio di cui tutti i termini sono della forma 
+ oDaye^ff ove a, p, r sono una permutazione degli indici 1, 2, 3, e 
che il segno è -f- o — , secondochè la permutazione è di classe pari 



o disparì; rate a dìre^ per la definizioiie dei detenninanti 



a.lb.e = 



^1 ^t ^3 



^i Vt Vt { i4-^ 

^1 ^t ^3 I 

n tetraedro ABCD è la sesta parte del paraDel^iveda compreso 
fra gU singoli AB, AG, e AD 

ABCD =5 ABACJkD ; 

quindi, se xjy^z^ , or^t^, , ^s^s^s e ^Jf^^^ ^<"^ ^^ eoordinate dei 
vertici ABCD, si avrà 



i4i 





ABCD=y 




Xf — a 


•1 yt— yi 


't~*. 




^.— «• y.— jTi *3— *i 






«4 — a?j 1^4— y, *4— «i 


OTvero 






1 

ABCD=J 


1 a?, if, «, 
1 x, y, z, 

1 ar, ir, z. 


ij± 








i a?4 y* «4 





24. Siano A^ A^.- A« n punti dello spazio, e si immaginino delle 
aree ui^ tu,... uin. Potremo, per maggior fiidliti, sappcnre che A^ sia 
nn ponto dell'area ui^ che A, sia nn pnnto di ui,, e cosi ria. Preso 
ad arbitrio nn pnnto O nello spazio, si ynol studiare il modo di 
variare, variando O, del volume 

V(0) = uii.OA^ + ttit.OA^ + ... + ui«.OAm. 

Sìa S nn altro pnnto dello spazio. RioMTendo alla formnla OA ^ 
OS + SA, e posto Qsui4 + u't + — + *w% si deduce 

V(0) = Q.OS+V(S). 

QoiDdi sarà y(0)=:y(S) se Ì2X)S=:0, ossia, ae Q non è nullo^ qualora 
OS sia parallelo al piano dell^area Q. Ossia y(0) conserva un valore 
costante quando O si sposti in un piano parallelo ad Q. 



— 27 — 

Se Q non ò nullo, si può determinare un punto S tale che Q.OS 
= y(0), e quindi V(S) = ; e questi punti S sono in numero infinito, 
e giacciono su d*un piano parallelo ad Q. Sia S un punto siffatto; 
l'ultima formula dice V(0) = Q,OS, ossia il volume V(0) risulta 
espresso mediante il solo segmento OS variabile con 0. 

Se poi Q = 0, V(0) ha un valore indipendente dal punto 0. 

I risultati precedenti si possono pure interpretare a questo modo. 
U volume uj.OA, ove A è un punto di ui, vale tre volte il volume 
della piramide di base ui e il cui vertice ò 0. Quindi: Se si hanno 
più aree ui^, uig... determinate anche in posizione, e si fk la somma 
U(0) dei volumi delle piramidi aventi per basi queste aree, e per 
vertice un punto variabile O, se la somma delle aree Q = ui^ -j" 
uig -f ... non è nulla, la somma delle piramidi è eguale alla piramide 
avente per base un*area Q ^ ui| -]- ui^ -f ••• determinata di posizione» 
e per vertice il punto 0. Quindi quella somma è costante se il punto 
si sposta in un piano parallelo ad Q, ed è nulla per tutti i punti 
del piano Q. Se Q ^ 0, la somma di queste piramidi è indipendente 
da O. Ck)me caso speciale, se le aree ui sono le faccie di un poliedro 
non chiuso, il cui contorno sia una linea poligonale qualunque, U(0) 
è il volume del solido il cui vertice è O, e la cui base è il poliedro 
dato ; e questo volume si mantiene costante se si muove su d'un 
piano parallelo ad Q. Se infine le aree u) sono le faccio d'un poliedro 
chiuso, Q = 0, e il valore costante di U(0) coincide col volume del 
solido, qualora questo sia convesso. In ogni caso, si suol assumere 
U(0) come il volume del poliedro, qualunque sia la sua forma. 

Esercìzii. 

26. — 1.^ Gostrurre il triangolo ABC conoscendo i tre punti A'B'C che 
dividono i lati in dati rapporti; p. e. tali che 

BA' = A'C, 2CB' = B'A, 3AG' = C'B. 
2. Dimostrare che, essendo A, B, A', B' quattro punti dello spazio, si ha 



2AB X A'B' = AB'« + A'B« — AA'* — BB". 
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3. Alcuni Autori indicano che il punto S è il baricentro dei punti A^ A^ ... An » 
coi pesi m^ m^ ... nin scrivendo 

(mi + m, + ... + tn« ) S = m^Aj + tn,A, + ... + w» Ah . 

Danno ragione sufficiente di questa notazione le formule: 

a) Essendo un punto arbitrario si ha (N. 13, formula 2) 

(wi + wi| + ... + m» ) OS ^ mfiAi -|- mfiAf + ... + mm OAn . 

b) Essendo P e Q due punti arbitrari!, si ha (N. 20) 

(^i + **H + - + ^» ) PQS = WiPQA^ + m^A^ + ... + w» PQAn . 
e) Essendo PQR tre punti arbitrarii, si ha 

(m^ + m, + ... + Wn ) PQRS = miPQRA^ + m,PQRAt + ... + ^n PQRA» . 

d) Selè una retta arbitraria, ed ZA rappresenta il segmento (in grandezza, 
direzione e senso) che segna la minima distanza dalla retta l al punto A, si ha 

(w^ + m, + ... + w» ) ZS ^ mjki + m^lA^ + .,. + mnlAm. 

a) Se IT ò un piano arbitrario, e irA rappresenta il segmento che segna la 
minima distanza dal piano ir al punto A, si ha 

(t»4 + m, + ... + m* ) itS ^ miirA^ + m,irA, + ... + m«iiAii . 

Dimostrare le formule e, d, e. 

4. La proiezione ortogonale d'un'area su d'un piano è in grandezza eguale 
all'area proiettata moltiplicata pel coseno deirangolo che il piano di quest'area 
fa col piano su cui si proietta. 

5. Un'area piana si può rappresentare mediante un segmento, la cui direzione 
sia normale al piano dell'area, la cui grandezza sia misurata dallo stesso numero 
che misura la grandezza dell'area, ed il cui senso sia collegato convenientemente 
col senso dell'area, in modo cioè, che se le aree uj ed ui' sono rappresentate 
dai segmenti a ed a', trasportando l'area w' in modo che il suo piano coincida 
col piano dell'area ui, e coincidano pure i sensi di queste aree, i segmenti a 
ed a', che acquistano la stessa direzione, abbiano pure lo stesso senso. 

Dimostrare il teorema: 

Se le aree a, p, t* .- sono rappresentate dai segmenti a, b, e, ..., l'area a -f 
P + Y + ... è rappresentata dal segmento a + b + e + ... 



CAPITOLO I. 



Tilmitl e deri-yate gfeoxxietriolie. 



§ 1. Dei limiti. 

1. I concetti del calcolo infinitesimale, cioè di funzione, limite^ 
derivata, ecc. si possono applicare direttamente, oltreché ai numeri, 
e alle grandezze misurabili da numeri, anche agli enti geometrici, 
come segmenti, aree, posizione d*un punto, d*una retta ecc. 

Questi enti geometrici si possono considerare come costanti, o 
come variabili. E se in una questione compaiono più enti variabili, 
alcuni si possono considerare come variabili indipendenti, se li pos- 
siamo fissare a nostro arbitrio ; ed altri come funzioni dei primi, se 
risultano determinati quando siano fissati i primi. Cosi noi diremo 
che la posizione di un punto nello spazio è finzione delle sue coor- 
dinate cartesiane; che Tarea del triangolo ABC, come pure il piano 
del triangolo, sono funzioni delle posizioni dei punti ABC, ecc. 

2. Diremo che: 

1. Il segmento variabile a ha per limite il segmento 
fisso Sq, se il valore assoluto della differenza geome- 
trica a — a^ ha per limite zero. 

2. L'area geometrica variabile u) ha per limite Tarea 
fissa Wo, ed il volume V ha per limite Vo» se il valore 
assoluto della differenza geometrica w— Wo» ovvero V—V^,,. 
ha per limite zero. 
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3. Il punto variabile A ha per limite il punto fisso A^, 
se la distanza A^A ha per lìmite zero. 

4. La retta variabile r ha per limite la retta fissa r^, 
se la distanza d'ogni punto della retta fissa ridalla va- 
riabile r ha per limite zero. 

5. Il piano variabile tt ha per limite il piano fisso rr^, 
se la distanza d'ogni punto del piano fisso n^ dal piano 
variabile tt ha per limite zero. 

6. Una funzione dicesi continua se il limite della 
funzione è la funzione del limite. 

8. Pei limiti di segmenti, aree e volumi variabili si hanno le 
proposizioni che seguono. 

Tboremìl I. — Se i segmenti variabili a, b, ..., in numero 
finito, hanno per limiti a^, b^, ..., e se i numeri variabili 
7n, n, ... hanno per limiti rn,^ n^ ..., ... allora 

<1) lim (a + b + ...) = ao + bo + ... 

<2) lim ma = moa^j , 

(3) lim («la + nb + ...) = mjà.^ + n^bo + -> 

<4) limaXb = aoXbo, 

{5) lim a.b = a^.b^, 

(6) lim a.b.c s ao.bo.c^. 

Per .dimostrare la formula (1), pongasi 

a = ao + ^ > b = bo + y > •" 

s s a 4" * + - > 8o = ^0 + l»o + - 
Sarà s — s^ ^ x -}- y + ... 

Ora sicòome a, b, ... hanno per limiti a^, b^, ..., le dijBferenze a — a^, 
b — bo, ..., ossia X, y, ... hanno per limite zero ; quindi anche la 
loro somma geometrica s — So, il cui valore assoluto non è mag- 
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giore della somma aritmetica dei valori assoluti dei segmenti z, y>..*, 
ha per limite zero, e quindi lim s = s^, e. y. d. 
Per la formula (2), pongasi 

a = a<j -f" 3i^> m = mo + n, b = ?na, b^ = m^ao- 
Sarà 

b s (Wo + n) (ao + ^) ^ ^ofto + ^oX 4- wao + *« » 

e b — bo = moX + ^wi© + ^^- ^^ poiché lim a = a^, e lim m = m^, 
si deduce lim x = 0, e lim n = 0, e qmndi lim (b — bo) = 0, ossia 
lim b = b^ , e. V. d. 

La (3) è conseguenza delle formule (1) e (2). 

Per la formula (4), posto a = a^ + x, b = b^ + 7» si ricava 

aXli> = aoXbo + «K>Xy + boXx + xXj, 
onde 

aXl)-aoXbo = aoXT + hoXx + xXy, 

da cui si ricava immediatamente lim a X 1^ = ^o X ^o- 
In modo analc^o si dimostrano le (5) e (6). 

Teorema II. — Se il segmento variabile a ha per coordi- 
nate a?, 2^,;2r rispetto ai segmenti di riferimento fissi i,j,k, 
e queste coordinate hanno per limiti o^oi^o^o» ^^ segmento 
1^ ha per limite il segmento a^ di coordinate a^oV^ Zq. 

Viceversa, se il segmento a ha per limite a^, le coor- 
dinate di a hanno per limite le coordinate di a^. 

Infatti, se a ha per coordinate xy z, sarà 

a = ad + l/j + ^k, 
e se w, y, z hanno per limiti Xq y^ Zq, si deduce (formula 3) 

lim a =a?oi + Voi + >8^ok = ao- 

Viceversa, se il segmento a = ai + ì^J + ^k lia per limite il seg^ 
mento a^ = 07^1 + i/j + ^o*^, si deduce 

lim(a — ao) = lim[(a? — a7o)i + (y— yo)J + (^— ^o)k]^0. 
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Si consideri il volume (a — ao)g.k. Sarà 

(a — a^) g.k = (a? — x^) i.j.k ; 

e siccome il membro di sinistra ha per limite zero, lo stesso avverrà 
del membro di destra. Ma il volume i.j.k è finito e non nullo, perchè 
i segmenti di riferimento sono supposti né nulli, nò paralleli ad un 
piano; quindi deve essere lim (a? — a^o) = 0, ossia lima?=^<,. In 
.modo analogo si dimostra lim2/ = 2/o> ^ Umz=:ZQ. 

Teorema IU. — Se la lunghezza del segmento a ha per 
limite la lunghezza di a^, e Tangolo a^a ha per limite 
zero, il segmento a ha per limite a^. 

Sia OA s a, e OA^ = a^, sarà A<, A = a — a^,. Si descriva il cerchio 
di centro e di raggio OA^, e contenuto nel piano A^OA, e sia B 
il suo punto d*intersezione colla semiretta OA, in modo che rarco 
A^B sottenda Fangolo a^a. Poiché Tangolo a^a ha per limite zero, 
anche Tarco A^B e la sua corda hanno limite zero. Il segmento 
BA è in grandezza eguale alla differenza delle lunghezze di a e a^,. 
quindi ha pure per limite zero ; ed infine A^A = A^B + BA ha per 
limite zero, ossia lim a = a. 

4. Le proposizioni che seguono si riferiscono ai limiti di punti. 

Teorema I. — Essendo una origine fissa, se il seg^ 
mento OP ha per limite OP^, il punto P ha per limite OP^. 
Viceversa, se P ha per limite P^, il segmento OP ha per 
limite OPo- 

Infatti, si ha OP — OPo = PoP. Quindi, se OP ha per limite OPo, 
PoP ha per limite zero, e P ha per limite Po- Viceversa, se P ha 
per limite P^,, PqP ha per limite zero, e OP ha per limite OP^. 

Di qui si deduce che le ricerche sui limiti di punti si possono 
ridurre a ricerche sui limiti di segmenti. 

Teorema n. — Se le coordinate del punto P hanno per 
limiti le coordinate del punto Pg, il punto P ha per limite 
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il punto Pg. Viceversa, se il punto Pha per limite P^, le 
coordinate di P hanno rispettivamente per limiti le 
coordinate di P^. 

Infatti, poiché le coordinate del punto P coincidono colle coor- 
dinate del semento OP che va dall'origine al punto variabile 
P, questo teorema è conseguenza dei due precedenti. 

Teorema ni. — Se i punti AB.... hanno per limiti AoBo..., 
si ha limhB s AoB^ , IfmkBG = A^B^jG^ , UmkBGD = k^Bfs^l^^. 

Infatti si ha AB = OB — OA , AoB^, = OB^ — OA^ , e sottraendo 

AB — AoBo = BoB — A^,A. Se ora A e B hanno per limite A^, e B^, 

• limk^ = 0, e r^mBoB = 0; quindi Itm (AB — A^B^) = 0, e ^^AB = 

1 
Si ha ABG = ^ AB.AG ; e poiché limhB = A^B^ , e limAC = AoGq, 

si deduce (N. 3, I, formula 5) lùnABC = ^ k^B^Afi^ = k^fi^. 

1 
Analogamente, poiché ABGD = g AB.AG.AD , si ha HmkBCD = 

Q A.j^q.A;(jGo.AqDq ^ AqB^GqDq. 

5. Dimostreremo ora alcuni teoremi che riguardano i limiti di 
rette. 

Teorema. I. — Se le distanze di due punti distinti della 
retta fissa r^ dalla retta mobile r hanno per limite zero, 
la distanza d*ogni altro punto di r^ da r ha per limite 
zero, e la retta r ha per limite r^. 

Infatti, siano sulla r^ ì punti distinti A e B; e sia G un altro 
punto della stessa retta. Si possono determinare due numeri m ed 
n tali che il punto G risulti il baricentro dei punti A e B coi pesi 
m ed n (Introd. N. 14), ossia, essendo un punto qualunque, tali che 

(m + n) OG = mOA + n OB. 

Siano AH, BK e GL le distanze di A B G da r. I punti H, K, L 
sono le proiezioni di A B G su r, e quindi L é il baricentro di H e K 

Pxà>o, 6«(m. Injtn. 8 
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coi pesi m ed n, ossia 

(m + n)OL = mOH 4-«0K. 
Sottraendo da questa eguaglianza la precedente, si ottiene 

(m -f n) GL = mAH + nBK 

Se ora lim AH = 0, e lim BK = 0, si deduce lim GL ^ 0, ossia la 
distanza d'c^i altro punto G di r^ da r ha per limite zero, ed r 
ha per limite r^. 

Teorema II. — Sei punti A e B hanno per limiti i punti 
A^Bg distinti, la retta AB ha per limite la retta A^B^. 

Infatti, se i punti A B hanno per limite A^ B^, le distanze di A^ 
e Bq dalla retta AB, che in valore assoluto non sono maggiori di 
AoA e BqB, hanno pure per limite zero, e, pel teorema precedente, 
la retta AB ha per limite A^B^. 

Viceversa, se la retta / ha per limite l^, preso su questa un 
punto ad arbitrio A^ , si può sempre determinare un punto A della 
retta / che abbia per limite A^; basta invero prendere per punto 
A la proiezione normale di A^ su /; in tal caso A^A rappresenta 
la distanza di A^ dalla retta l, e quindi ha per limite zero. 

Teorema III. — Se il punto A ha per limite A<„ela retta 
/ ha per limite Iq, la retta condotta per A parallela- 
mente ad l ha per limite la retta condotta per A^ pa- 
rallelamente ad Iq. 

In&tti, sia GqDq una coppia di punti distinti di Iq, e siano GD due 
plinti della l aventi per limiti Gq e D^. Si prenda AB = GD , A^B^ 
= GoD^. Poiché lim GD = G^D^ , si deduce limkB = A^B^ ; e poiché 
A ha per limite A^, il punto B ha per limite B,,, e la retta AB ha per 
limite AqBq. Ma la retta AB è la retta condotta per A, e parallela 
ad l, e la A^B^ è la parallela ad Iq, dunque la prima retta ha per 
limite la seconda, e. v. d. 

Teorema rv. — Se le rette variabili / ed msi incontrano 
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sempre in un punto P pure variabile, e le rette l ed m 
hanno per limite le rette distinte l^ ed m^, che si incon- 
trano in Pq, il punto P ha per limite P^. 

Infatti, siano A e B due punti della retta / aventi per limiti i 
punti Aq e Bq di l^. Poiché i punti ABP e A^^B^Pq sono in linea 
retta, si possono determinare due numeri x ex^ tali che AP = a?AB, 
e A^yPo = Xq^qB^, Per determinare effettivamente questi numeri, 
siano CD due punti della m aventi per limiti i punti G^ e D^ di m^. 
Poiché i punti GDP e GoD^^P^ sono in linea retta, sarà GD.GP = , 
e G0D0.G0P0 = 0. Ora, poiché GP = AP — AG = xAB — AG , l'equa- 
zione GD.GP = 0, si può scrivere 

irGD.AB — GD. AG = , 

la quale determina il numero x come rapporto di due aree. In 
modo analogo Xq é determinato dalla equazione 

a?oGoDo.AoBo — GoDo-AoGo = 0. 



• 



Si passi al limite; poiché i punti A B G D hanno per limiti A 
Bq Gq D^, le aree GD.AG e GD.AB hanno per limiti G^D^.A^Go ^ 
CoDo-A^Bo , e di queste la seconda non é nulla, poiché, per le ipotesi 
fatte, i segmenti GqDq e A^B^ sono né nulli né coincidenti in dire- 
zione. Quindi il rapporto x delle due prime aree ha per limite il 
rapporto x^ delle seconde; e poiché AB ha per limite A^B^, si 
deduce limAP = ItmxAB = a?o^o^o — -^0^0 » ® siccome A ha per 
limite Aq , il punto P ha per limite Po , e. v. d. 

Teorema V. — Se le rette l ed Iq passano per un punto 
fisso 0, ed l ha per limite l^, il minimo angolo compreso 
fra le rette l ed l^ ha per limite zero, e viceversa. 

Invero, sia A^ un punto di Iq distinto da 0, e A^A la sua distanza 
da / ; e sia 6 il minimo angolo compreso fra le rètte l ed l^. Si 
avrà in valor assoluto AoA = OAo5en9. Quindi se ^ ha per limite 
Iq, lim Aq A = 0, e quindi lim sen^ = 0. Viceversa se limQ = 0, sarà 
/2mAoA = 0, e quindi la distanza d'ogni punto di l^ da l ha per 
limite zero, ed l ha per limite ^o- 
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6. Pei lìmiti di piani si hanno le proposizioni che seguono. 

Teorema I. — Se le distanze di tre punti non in line» 
retta del piano fisso ir^ dal piano variabile ir hanno per- 
limite zero, la distanza d*ogni altro punto di tt^ da ir ha 
per limite zero, e il piano n ha per limite tt^. 

Infatti, siano ABC i tre punti non in linea retta di n^; sia D 
un altro punto dello stesso piano. Si possono determinare tre numeri 
m, n, p tali che D risulti il baricentro di A B G coi pesi m, n, p ; ossia 

(m + n +p) OD = mOA + nOB +pOC. 

Siano AH, BK, GL, DM le distanze di A B G D da tt. Saranno H K 
L M le proiezioni ortogonali di A B G D su tt, e M il baricentro di 
H K L coi pesi m np, ossia 

(m + n +jp) OM = mOH + nOK +pOh ; 

sottraendo da questa eguaglianza la precedente, si ha 

{m + n +1?) DM = pAR + nBK + mGL, 

e se AH, BK, GL hanno per limite zero, anche DM ha per limite- 
zero. Quindi la distanza d'ogni punto D di tTq da tt ha per limite 
zero, e ti ha per limite tt^^. 

Teorema U. — Se i punti ABG hanno per limiti i punti 
A^jBqGo non in linea retta, il piano ABG ha per limite il 
piano AoB^Gp. 

Infatti, le distanze dei punti A^B^G^ dal piano ABG sono in valore 
assoluto non maggiori di A^A, B^B e G^G, le quali hanno per limiti 
zero, quindi quelle distanze hanno pure per limite zero, e, pel 
teorema che precede, il piano ABG ha per limite il piano A^BoC^^ 

Viceversa, se il piano tt ha per limite tt^,, preso su questo un punto- 
ad arbitrio A^, si può sempre determinare un punto A di ir avente 
per limite A^; basta invero prendere per punto A la proiezione di 
Aq su tt. 
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Teorema. III. — Se i punti A B ..., e le rette ^ m ..., e il 
piano TT hanno rispettivamente per limiti A^, B^ ..., l^, 
m^ ... tCqj si ha: 

aj Se il punto A^ non sta sulla l^, il piano passante 
pel punto A e per la retta l ha per limite il piano pas- 
sante per Aq e per l^. 

bj Se la retta Iq non è parallela ad A^Bq, il piano 
passante pei punti A e B, e parallelo alla retta / ha per 
limite il piano passante per A^ e B^, e parallelo ad lf^, 

cj Se la retta l^ non è parallela ad m^, il piano pas- 
sante per la retta m e parallelo ad l ha per limite il 
piano passante per m^ e parallelo ad l^. 

d) Se la retta l^ ed m^ non sono parallele, il piano 
passante per A e parallelo ad / e m ha per limite il 
piano passante per A^ e parallelo ad l^ e m^. 

e) Il piano passante per A e parallelo al piano tt ha 
per limite il piano passante per A^ e parallelo a tt^. 

Infatti, siano B^ e G^ due punti di l^, e siano B e G due punti 
-di l aventi per limiti B^ e G^. Allora, poiché i punti ABG hanno 
per limiti A^B^Go , il piano ABG, ossia il piano A/, ha per limite 
A^B^Go, ossia il piano kj,^. 

Per dimostrare la }>), siano m ed m^ le parallele ad l ed l^ con- 
dotte per B e B^. Il piano passante per A e B e parallelo ad l 
coincide col piano passante per A e per m, il quale ha per limite 
il piano passante per Ao e per m^, ossia il piano passante per A^ 
Bo e parallelo ad l^. 

Per la cjy siano A^ e B^ due punti di m^, e AB due punti di m 
aventi per limiti A^ e B^ ; il piano passante per la m e parallelo 
ad l coincide col piano passante per A e B e parallelo ad /, e 
quindi siamo ridotti al caso precedente.- 

Per la dj^ siano n ed n^ le parallele ad m ed Tn© condotte per 
A ed A^; il piano passante per A e parallelo ad / e m coincide 
col piano passante per n e parallelo ad /, il quale ha per limite il 
piano passante per n^ e parallelo ad l^^, ossia il piano passante per 
Ao e parallelo ad l^ ed m^. 
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Per la ejy siano l^ ed m.^ due rette non parallele di tr^, e / ed 
m due rette dì tt aventi per limiti l^ ed m^. Il piano passante per 
A e parallelo a tt coincide col piano passante per A e parallela 
alle rette ^ ed m, e quindi ha per limite il piano passante per A^ 
e parallelo a l^ ed m^, ossia il piano passante per A^ e parallelo a tt^- 

Teorema IV. — S e la retta l ha per limite l^, ed il piano 
71 ha per limite tt^, che non contiene, né è parallelo ad l^^ 
il punto d*intersezione di / con tt ha per limite il punto 
d'intersezione di l^ con tt^. 

Invero, siano A^^ B^ due punti distinti di l^, o siano A B due punti 
di l aventi per limiti A^ e B^,. 

Siano Cq Do E^, tre punti non in linea retta di tTo ; e G D E siano 
tre punti di tt aventi per limiti G^ D^ E^. 

Sia P il punto d' intersezione di AB con tt ; Pq il punto d'inter- 
sezione di A^Bo con tTq. Si potranno determinare due numeri x q x^ 
tali che AP = a?AB , A^P,, = co^k^B^ ; e per determinarli, si osservi 
che i volumi GDE.GP = , GoD^Eo-GoP^ == ; ovvero poiché GP = 
AP — AG = a?AB — AG , la prima equazione diventa rtrGDEAB — 
GDB.AG = 0, da cui risulta determinato x come rapporto dei vo- 
lumi GDE.AG e GDE.AB. In modo analogo, x^ risulta determinato 
come rapporto dei volumi GoDoE^.A^Gq e G^D^Eo-AoBo. Si passi al 
limite. Poiché i punti ABGDE hanno per limiti A^ B^ G^ Do E^ , i 
i volumi GDE.AG e GDE.AB hanno per limiti i volumi GoDoEo-AoGo, 
e GoDoEo-AoBo , e di questi il secondo non é nullo per le ipotesi 
fatte. Quindi il rapporto x dei due primi volumi ha per limite il 
rapporto x^ dei secondi; e perciò AP = a?AB ha per limite a?o^o^o 
= AqPo; e siccome A ha per limite Aq, il punto P ha per limite Po- 

Teorema V. — Se i piani ireTT' hanno per limiti i piani 
TTo e V ^^^ paralleli, la retta intersezione dei due primi 
piani ha per limite la retta d'intersezione dei secondi. 

Infatti, siano Ao e Bq due punti distinti di tTq', e la retta AoB^ 
incontri il piano tTq, e quindi la retta tTqTTo', nel punto Po; siano A 
e B due punti di tt' aventi per limiti AqBo, e la retta AB incontri 
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il piano 7T, e quindi la retta im' nel punto P. Per quanto si è di- 
mostrato, la retta AB ha per limite A^B^, ed il punto P d'inter- 
sezione della retta AB con ir ha per limite il punto Po d'intersezione 
di A^Bo con tTq ; dunque un punto P della retta titt' ha per limite 
un punto Po della retta tToTTo'. E poiché, cambiando la posizione 
dei punti A^Bq, si può dimostrare la stessa cosa per altri punti, si 
deduce che la retta mr' ha per limite la n^ti^'. 

Teorema VI. — Se i piani ittt' ti" hanno per limiti i piani 
T^oV^o" ^^^ paralleli ad una stessa retta, il punto 
d'intersezione dei tre primi piani ha per limite il punto 
d'intersezione dei tre secondi. 

InMti i piani it' e ir" si incontrano secondo una retta n'ir" che 
ha per limite la V^o". La retta tt'h" incontra il piano n nel punto 
TI n' tt" che ha per limite il punto d'intersezione di tto'TCo" con n^, 
ossia il limite del punto tttt'tt" è il punto Tro7To'iTo''> e. v. d. 

Teorema VII. — Se i piani tt e n^ passano per uno stesso 
punto 0, e il piano n ha per limite tt^, l'angolo diedro 
più piccolo compreso fra i piani tt e tTo ha per limite 
zero, e viceversa. 

In&tti, siano Aq e B^ due punti del piano ir^ aventi la stessa di- 
stanza r da 0, e tali che l'angolo AoOBo sia retto. Dette A^A e B^B 
le distanze di Ao e Bo dal piano ir, e 9 l'angolo titTo, ^ ^^ ^^^ 
trigonometria 



AqA» + BoB* = r*sen^Q. 

(Infatti, se da Aq e B^ si abbassano le perpendicolari AoH e B^K 
sulla retta titTo, ^^ triangoli rettangoli A^AH e B^BK, nei quali gli 
angoli in H e E sono eguali a 6, si ricava in valor assoluto 

AoA = AoH^enG , BoB = BoB^enO , 



e poiché BoK = OH , e A^H* + HO* =i OAo* = r* , elevando a qua- 
drato e sommando si ha la formula citata). 
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Ora se IT ha per limite tt^» A^A e B^B hanno per limite zero, e 
quindi Umsen&=zO, e &'m9 = 0. 
Viceversa, siccome dalla formula citata si ha 

AqA» < r^sen^ , 

se limQ = , si deduce limk^k = , ossia la distanza d'ogni punto 
Aq di tt^, da IT ha per limite zero, e il piano tt ha per limite tt^. 

Teorema vm. — Se la retta / e il punto A hanno per 
limite /o e A^, il piano normale ad / e passante per A, ha 
per limite il piano normale ad l^ e passante per A^. 

Invero da un punto fisso si conducano la retta m parallela ad 
ly ed m^ parallela ad l^. Poiché / ha per limite l^, m ha per limite 
m^, e l'angolo mm^ ha per limite zero (N. 5, III e V). 

Per si conducano il piano ttI/, e n^ilo- L'angolo diedro tttt^ 
è eguale all'angolo piano U^, e quindi ha per limite zero, e, per 
l'ultimo teorema, il piano tt ha per limite tt^. 

Ora il piano passante per A e normale ad l coincide col piano 
passante per A e parallelo a n, ed esso ha per limite il piano pas- 
sante per Aq e parallelo a it^, vale a dire ha per limite il piano 
passante per A^ e normale ad ^o- 

Teorema IX. — Se il piano tt ed il punto A hanno per 
limiti TT^ e Aq, la retta normale a tt e passante per A ha 
per limite la normale a tt^ passante per A^. 

La dimostrazione è analoga alla precedente. 

Teorema X. — Se la retta l ed il piano tt hanno per 
limiti Iq e TT^, il piano passante per / e normale a tt ha 
per limite il piano passante per Iq e normale a tt^. 

Infatti, da un punto fisso si conduca la retta m perpendicolare 
a TT, e la THo a tt^; la retta m ha per limite m^; e il piano che 
passa per / ed è normale a tt, siccome coincide col piano passante 
per l e parallelo ad m, ha per limite il piano passante per l^ e 
parallelo a m^, vale a dire ha per limite il piano che passa per 
/o ed è normale a Wg. . 
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7. Dalle proposizioni dimostrate risulta la continuità delle più 
semplici funzioni geometriche, in cui gli enti variabili siano punti, 
rette, e piani; vale a dire il limite della funzione è la funzione 
del limite, eccettuato il solo caso in cui gli enti variabili assumano 
al limite una posizione tale che la loro funzione cessi di essere 
determinata. 

Combinando insieme le costruzioni semplicissime, dì cui si è di- 
mostrata la continuità, si può dedurre la continuità di altre funzioni 
geometriche meno semplici. Un esempio basterà a rischiarare queste 
parole. 

È noto che se due rette l eà m non sono parallele, esiste una 
ed una sola retta n che le incontra amendue ad angolo retto. Essa 
si ottiene conducendo da un punto fisso O il piano tt parallelo ad 
amendue; poi il piano a passante per l e perpendicolare a ir, e il 
piano p passante per m e perpendicolare a tt; la retta d'intersezione 
dei piani a e p è la retta n cercata. Si vuol ora dimostrare che 
se le rette / ed m variabili hanno per limiti l^ ed m^, la retta n 
perpendicolare comune ad / ed m ha per limite la retta n^ per- 
pendicolare comune ad l^ ed m^. Perciò siano tt^, a^, p^, i piani 
analoghi a n, a, p, ma costrutti sulle rette l^ ed mj. Poichò / ed m 
hanno per limiti /^ ed m^^ il piano n parallelo Sid l ed m, e pas- 
sante per 0, ha per limite il piano ir^ parallelo ad ^^ e mo e pas- 
sante per 0. Il piano a passante per l e normale a n ha per limite 
il piano a^ passante per l^, e normale a ir^ ; analogamente p ha per 
limite Po, e la retta n, intersezione dei piani a e p ha per limite 
la Wq intersezione dei piani a^ e Po* 



§ 2« Derivate dei segmenti. 



8. Il segmento variabile a dicesi funzione d'un numero t data in 
un certo intervallo, se ad ogni valore di t in questo intervallo cor- 
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risponde un semento a. Indicheremo con a(^) un segmento- fìin- 

zione di t; con a(^o) 9^^^ segmento che corrisponde al valore t^ di t 

Ad esempio, se Po, Pi, Pg ... Pn sono segmenti costanti, il segmento 

a(<) = p, + p,^ + p,^« 4- ... + p„^ • 

è una funzione di t Lo stesso avverrebbe se invece di ty P, ... si 
avessero funzioni numeriche qualunque di t 

Dati a t due valori t^ et^-}- h, sia Aa la differenza geometrica 
dei sementi corrispondenti 

Aa = a(^o + ^) — a(0- 
Dicesi derivata del segmento a(^) per f = f^, il limite del segmento 

Aa 

■j- , ove h tenda a zero. Questa derivata è un nuovo semento. La 

indicheremo con a'(^o). Il prodotto della derivata per un numero 
arbitrario dt, differenziale della variabile indipendente t, dicesi dif- 
ferenziale del segmento. Lo indicheremo con da(^), ovvero dsL. Quindi 
per definizione: 

dB.{t) = a'(^) dt. 

In modo analogo, intenderemo per derivata di un*area u)(0 fun- 
zione di un numero ty il limite verso cui tende il rapporto 

^ 1^ > ove h tenda a zero ; e questa derivata è un'area. 

E intenderemo per derivata del volume V(f) funzione di t il lìmite 

di ^ "^ ^"~ ^^ per /i = 0; essa è un volume. 

9. Per i segmenti sussistono regole di derivazione, alcune delle 
quali sono analoghe a quelle che servono per le funzioni numeriche. 

Teorema L — Se i segmenti a, b, ... hanno derivate a', 
b', ..., la loro somma geometrica a-f-b-f-— ^^ P^r deri- 
vata la somma geometrica delle derivate a' + b' + ... 

Infatti, posto B = a + b + ••., e dati a t due valori t e t-\-hy ^ 
detti Aa, Ab, ... Ab gli incrementi dei segmenti a, b, ... s, si ricava 
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As =: Aa + Ab + — 

quindi 

Ab __ Aa , Ab , 

A Al» 

e passando al limite, poiché -y- , -y , ... hanno per limiti a', b', ... 

si deduce che anche -r- tende ad un limite a' ossia s ha una 

li 

derivata 

8'^a' + b' + ... 

Questa formula si può pure scrivere 

rf{a + b -f ... ) = 6?a 4- db + ... 

Teorema II. — Se il segmento a ed il numero x sono 
funzioni di t aventi per derivata a' ed a;', la derivata del 
segmento a?a vale a»'+^a- 

Infatti, posto b = a;a, e dati a H valori tei-{-h, e detti a, x, b, 
e a -}- Aa, X ■}- AuE?, b -[- A b i segmenti e numeri corrispondenti, 
si avrà 

b + Ab = (a? + A^) \^ + A*) ^ ^a + ^Aa -f- a Aa? + Ao^Aa, 
ovvero 

Ab = ^Aa 4- aAo? + Ao^Aa, 
Ab Aa , Ao? , Ao; Aa , 

e facendo tendere h a zero, si ha la formula a dimostrarsi. 

Come caso particolare, se a è fisso, ed x variabile, funzione di ty 
si avrà 

dX2L = 9Ldx ; 
e se a; è costante, ed a variabile 

dX2L = O0dA. 
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Applicando le regole precedenti alla f\mzione 

a(0 = Po + Pi^ + Pt<* + - + P"^*» 
ove Po Pi ..- Pn sono segmenti costanti, si deduce 

a'(0 = Pi + 2p,^ + ... + npn<* - 1. 

a 

Teorema III. — Se il segmento a ha per coordinate 
X y z funzioni di f, e queste hanno derivata af y^ sf, il 
segmento a ha per derivata il segmento a' di coordi- 
nate X* y' z\ 

Viceversa, se il segmento a ha per derivata a', le co- 
ordinate di a hanno per derivata le coordinate di a'. 

Infatti, se a ha per coordinate xy z rispetto ai segmenti fonda» 
mentali fissi i, j, k, sarà 

a = ari 4- l/j + ^k, 
e per ciò che si è dimostrato (Teoremi I e II) 

a' = rc'i + j/'j 4- ^'k. 

Viceversa, dati a ^ i valori < e t-\-hj e detti Aa, Aa?, Ay, Az 
gli incrementi del segmento a e dei numeri x, y, z, sarà 

Aa = Aa?.i + A2/.J + A^.k, 
Aa_A4? . , Ay . , Az 

® h ~T-^"^T-J"^" h •*' 

e se a ha derivata a' = ìt'ì -j- v'i + ^k, siccome lim -j- = a', dovrà 

essere (N. 3, II) lim -r- = a/, lim -r = y', lim -7- = i', ossia a? y ;jr 

A A A 

hanno per derivata a?' y' z'. 

Siccome, le coordinate del segmento a sono funzioni di i spesso 
facili a calcolarsi, e di cui si sa pure calcolare la derivata, il teo- 
rema precedente permette di determinare, nei casi più comuni, la 
derivata dei segmenti variabili. 

Si osservi ancora che ^ -f yj è la proiezione del segmento a sul 
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piano xy &Ua parallelamente all'asse delle Zy e che z\l è la pro- 
iezione di a sulFasse delle z, fatta parallelamente al piano xy. Ora 
la derivata di ad + yj è aj'i + y'j, cioè la proiezione di a' derivata 
di a, e la derivata di ^k è ^k ossia la proiezione di a' sull'asse 
delle z. Quindi si deduce : 

Teorema IV. — La derivata della proiezione parallela 
di un segmento è la proiezione della derivata di questo 
segmento. 

Questo teorema si potrebbe pure dimostrare direttamente. 

Teorema V. — Se, in un piano fisso, il segmento a = OA 
è di lunghezza costante, e fa con un asse fisso OX un 
angolo variabile a, sarà il segmento a funzione di a, e 
la sua derivata è un segmento a' eguale in lunghezza 
ad a, e tale che l'angolo aa' è eguale ad un retto, e 

quindi l'angolo che fa coll'asse OX vale a+ -k-. 

Infatti, dati ad a i valori a ed a + Aa, siano OA = a, e 0B = 

AB 

a -|- Aa i segmenti corrispondenti. Sarà AB = Aa. Sia AG = t- , e 

AD il segmento eguale in lunghezza ad OA, e tale che l'angolo 
formato dalle direzioni OA e AD sia un retto. Si vuol dimostrare 
che il limite di AG è AD. Ora è facile il vedere dalla figura che 

l'angolo DAG vale -^ Aa ; inoltre lungkO^ =: jr *" ^ 

11 1 

-^ lungPiB = — 2 lung Ok.sen g- Aa = 

lungOk —^ — , ha per limite la lunghezza 

dì OA, vale a dire la lunghezza di AD. 
Quindi, poiché l'angolo che fanno i seg- ^ 
menti AG e AD ha per limite zero, e la lunghezza di AG ha per 
limite la lunghezza di AD, si conchiude che AG ha per limite AD, c.v.d. 
Oppure, riferito il segmento OA agli assi cartesiani ortogonali 
OX ed OY, detta a la lunghezza del segmento OA, le proiezioni di 
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OA sugli assi sono misurate dai numeri ctcosay e asena, i quali 
sono le coordinate di OA. Quindi, pel teorema HI, la derivata del 
segmento OA ha per coordinate — asena, e acosa, dal che si deduce 
che essa è appunto il segmento enunciato nel teorema. 

10. I teoremi che seguono permettono di determinare la derivata 
di numeri, aree e volumi che dipendono da segmenti funzioni della 
variabile U 

Teorema I. — Se i segmenti a e b hanno per derivata 
a' e b', il prodotto aX^ ha per derivata aX^' + *'X^5 
ossia 

d(a X 1>) = a X db + b X ^ • 

Infatti, dati a t ì valori t e t-\'h,e fatta la differenza dei valori 
corrispondenti di a X^» si ha 



A(aXh) = (a + Aa)X(b + Ab)-aXb, 



ossia 



A(a X b) = a X Ab -f b X Aa + Aa X Ab, 

ù(&Xh) Ab . , Aa , Aa Ab 

e, passando al limite, si ha la formula a dimostrarsi. 
Come caso particolare, fatto b = a si trova 

da« =r 2a X da- 

Teorema II. — Se il segmento non nullo a ha per deri- 
vata a', il numero che misura la lunghezza di a ha per 
derivata il numero che misura la projezione di a' su a, 
preso positivamente se questa proiezione ha lo stesso 
senso di a, negativamente se ha senso contrario. 

Infetti, detta a la lunghezza del segmento a, si avrà B,^ = a* ; 

da 

quindi derivando a X a' = « -77 . Sia p il numero che misura la 



— 47 — 

proiezione di a' su a, preso positivamente se q^iestì segmenti hanno 
lo stesso senso, negativamente se senso contrario. Sarà aX&'=Ai>; 

e quindi ap=^a-^ , e dividendo per a che non è nullo, -^- = p, 
e. V. d. 

Teorema III. — Se i segmenti aeb hanno per derivate 
a' e b', la derivata dell'area a.b è a.b' + a'-^- 
.Invero, si ha A(a.b) = (a -f Aa).{b + b) — a.b = a.Àb + Aa.b + 

+ Aa.Ab; quindi ~^— ^ = a. -r^ + t^.- h + ^ • Ab ; e passando al 

limite si ha la formula a dimostrarsi. 

Teorema IY. — Se Tarea u) e il segmento 1 hanno per 
derivata ui'edl', la derivata del volume uj.1 è w.r + wiM. 

La dimostrazione è analoga alla precedente. 

Di qui si deduce che se a' V e' sono le derivate dei segmenti 
a, b, e, la derivata del volume a.b.c è 

a'.b.c -\- a.b'.c + a.b.c'. 



§ 3. Derivate successive. 



11. Sia B!(t) la derivata del segmento a(^). Sarà a'(^j un segmento, 
funzione di t, che può avere una nuova derivata che indicheremo 
con a"(^), e che diremo derivata seconda di a(^). La derivata della 
derivata seconda si dirà derivata terza, e cosi via. 

Ciosi ad esempio, se a = od + j/j -f- ;3rk, ove i, j, k sono segmenti 
costanti, ed i numeri xy z sono funzioni di t aventi derivate suc- 
cessive, si avrà 

a' = x'ì + i/'j + J'k 
a'' = af'ì 4- y"j + z'% 



ed in generale 

ossia le coordinate della derivata n*^ di a sono le derivate n"^ delle 
coordinate di a. 

Se a è un segmento contenuto in un piano fisso, di lunghezza 
costante, e che fa con una retta fissa OX del piano Tangolo a, che 
si assume come variabile indipendente, la sua derivata è un seg- 
mento a' eguale in lunghezza ad a, e che fa con (][uesto un angolo 

retto, e quindi che fa con OX. l'angolo a + |- (N. 9, V). E la deri- 
vata di a' è un segmento sf' eguale in limghezza ad a' e ad a, e 
che fa con a' un angolo retto, ossia con a due retti. Yale a dire 
il segmento a" è eguale ed opposto ad a : 

a" = — a. 

In modo analogo a"' è un segmento eguale in grandezza ai pre- 
cedenti, e che fa con a un angolo eguale a tre retti, e quindi è 
opposto ad a'; a'" = — a', e cosi via. 

Fra i valori di un segmento, ove si attribuiscano varii valori alla 
variabile t, e le derivate successive del segmento stesso passano 
relazioni analoghe a quelle che sussistono per le funzioni numeriche, 
e che si potrebbero dimostrare direttamente con ragionamenti ana- 
loghi, ma che si ottengono più facilmente da queste mediante le 
coordinate. 

Dimostreremo dapprima una formula analoga a quella di Taylor. 

12. Teorema. — Se il segmento a(^) è funzione di i, avente 
gel valore considerato di t le successive derivate fino 
all'ordine n, posto 

^(t + h) = a(0 + hs.\t) + g a"(0 + .- + 5 t^^'^(^J + ^J ' 

il segmento e ha per limite zero col tendere di ^ a 0. 
Infatti, siano x(t), y(t), z(t) le coordinate del segmento a (f). 
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Poiché questo ha le derivate successùve fino airordine n» lo stesso 
avverrà delle sue coordinate Xj y^ z. 

Ora si sa che, se f(t) è funzione avente le successive derivate 
fino all'ordine n, posto 

il numero € ha per limite zero col tendere di /i a zero (*). 



(*) Questa formula si può considerare come compresa in queUa del N. 67 
del Calcolo differenziale^ ove si supponga resistenza e la continuità della derivata 
d'ordine n + 1 nell'intervallo (^ t + h). Invero paragonando la formula sopra 
scritta colla 

r(t +h)= m + hnt) + - + -J rw » + -^^ /<• + «e + eA) , 

si ricava 

6==;;^/i»+i)(f + e^), 

e quindi, facendo tendere h a zero, /ttnc^aO. 

Ma la formula in questione si può pure dimostrare senza fare nuove suppo- 
zioni, cioè senza supporre resistenza deUa derivata n^ per valori di t diversi 
da queUo considerato, e tanto meno la sua continuità, resistenza della derivata 
d'ordine n + 1» e la continuità di questa. Invero, da essa si ricava 

€= ^ • . 

ni 

ove il numeratore ed il denominatore sono funzioni di h che si annuUano in- 
sieme alle loro derivate 1% 2%... (n — 1)™* per A. = 0; il numeratore ha ancora 
nulla la derivata n^, mentre quella del denominatore vale 1; quindi (Cale, 
differ, N. 124), lime = 0. 
Se si fa. n=3l, la formula diventa 

nt'^h)=>r(tì + hir(f) + €], con Wm€ = 0, 

che ò la definizione della derivata. La formula generale si può anche ottenere 
da questa leggendo /*(«— ^)(f) invece di f{t)^ ed integrando rispetto ad A, fra 
ed A, n — 1 volte. (Vedi Cale, differ,^ Annotazioni pag. XIX). 

PxiJio, Qeom. Infin. 4 
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Si applichi questa formula alle ftonzioni a!((), y{{), z{{). Si avrà 
x{t-^h) = x{t) + hwXt) + ^ x'\f) + ... + S" [^"KO + «] 
yii + h) = y{t) + hy\i) + ^ y-{t) + ... + J" [^^•'^(O + P] 

z{t + h) = z{f) + /i AO + ^ AO + ... + f^ [^"^ (0 + t] 

ove a p r sono numeri infinitesimi con h. Si moltiplichino queste 
eguaglianze per i, j, k e si sommino. Osservando che 

a{t-^h) = oc(t-\-h)ì-]-y{t + h)ì + z{t + h% 

a'(i) a «/(^)i + y' (t)i + ^'(0 k , ecc. 
si ricava 

^t+h)^ a(0 + naXt) + :g a'\0 + - + S" t*^"^^^) + ^^ ' 

ove € = ai + pj +Tk è un segmento che ha per limite zero col ten- 
dere di ^ a zero, e. v. d. 

13. Anche pei segmenti si possono definire funzioni analoghe 
alle funzioni interpolari {Cale. (Uff, N. 84). 
Pongasi 



I segmenti a(<^, ^g), af^^^g^g), ... diconsi le funzioni interpolari di 
primo, secondo, ecc., ordine di ft(^). 

Tborema. — Se il segmento a(^) ha le successive deri- 
vate continue, fino all'ordine considerato, col tendere 
di t^ ^2... ^^ ^^<> stesso valore t si ha 

lim a(/, t^) = a'(/), lim a(<, t^ t^) = i B,"(t) , 



ed in generale 



lim a(^, i, ... t-) = ^^^j a(n - 1)(0. 
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Infatti, riferito il segmento a ai sementi i, j, k, e posto 
si ricava 

ossia 

ed in generale 

quindi passando al limite (Cale, diff, N. 86) 

lim a(^,^,) = (xf{t)i + y\t)i + z!(t))L = a'(0, 






14. Un segmento variabile a può essere funzione di due o più nu- 
meri u, V, ...; ed allora si avrà a parlare di tante derivate parziali 
del primo ordine di a quante sono le variabili. Le derivate di 
primo ordine possono avere alla loro volta derivate, che si di- 
ranno di secondo ordine, e cosi via. Tutte queste derivate parziali 
sono segmenti. 

Cosi ad esempio, se o) y z sono le coordinate del segmento a 

a = ad + 1/ j + ^k , 

e queste sono funzioni dei numeri u, v, ..., aventi derivate parziali, 
anche a è funzione di w, v, ... le cui derivate si ottengono derivando 
Tequipollenza precedente, e si ha 

da _^-i dy . . d^ ^ 
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da _ d^ • I ^_ ^y . 1 da; - 
dt> - dt?*"" d©''^" di? * 

d*a ^m . ^^ d*y . é^z . 
d;?^ di?* + d^J "^ d^?*' ^^• 

E viceversa, se a ha derivate parziali, lo stesso avviene delle 
sue coordinate. 

Per le derivate parziali d*un segmento si possono dimostrare 
delle proposizioni analc^he a quelle dimostrate per le funzioni nu- 
meriche, e che noi ridurremo a queste per mezzo delle coordinate. 



Teorema. — Se il segmento a è funzione dei numeri u^ 

I?,,.., avente le derivate parziali di primo ordine^ , -^ , 

..., continue, dati a u, i?, ... incrementi At«, Ai?, ... Tincre- 
mento corrispondente Aa di a, si può mettere sotto la 
forma 

ove a, p, .... sono segmenti che hanno per limite zero ove 
tendano a zero At«, Ai?, .... 

Infatti, riferito il segmento a ai segmenti i, j, k, e posto a ^ kr 
+ l/j + '2^k, saranno x y z funzioni di u, v,... aventi le derivate 
parziali di primo ordine continue ; e sarà 

Aa = Aot + Ai^j 4- A-srk. 

Ora gli incrementi delle funzioni numeriche xy z A possono 
mettere sotto la forma [CoUc. diff, N. 105) 

Z^={g+a')A«+(-g + p')A«+... 
ove a' p'... a" p"... a'" p'" ... sono numeri infinitesimi. 
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Sostituiti questi valori nella espressione di Aa, ed osservando che 

dA __ dx , j^ dy , .dz , ^ = ^ ' \ ^^ ' A^—h i» 
du'^dà^'^du^'^di:^^' dv ~ dv^'^ dv^^ dv^' ®^" 

e posto 

5 = a'i + a"j + a'^'k , e = P'i + P"j + P'"k , ecc. 

i segmenti a, p, ... hanno per limite zero, e si ha la formula a di- 
mostrarsi. 

Se a è funzione dei numeri u, v, ..., e questi alla loro volta sono 
ftinzioni delle numero t, sarà a funzione di ty composta mediante 
u, V, ... Dato a ^ un incremento Af, e detti A% Av, ... Aa gli 
incrementi di u, v, ... a, si avrà, supposte verificate le condizioni 
del teorema precedente, 

6 dividendo per A^ 

Aa ( dtL \ Au , / da, , ^ \ Av 



At V du 



+»)^+($+0§+- 



Facendo ora tendere A/ a zero, se u, v, ... hanno per derivate 

du dv 



dt ' dt 



, ..., anche a avrà una derivata data dalla formula 

da _ da du ^ dA dv , 

dt ^ 5ii"'d?"' 5?"5r ' "• 

la quale serve per derivare le funzioni composte, ed è anal(^ a 
quella vista nel Calcolo al N. 106. 

Anche pei segmenti è lecito invertire Tordine delle differenzia- 
zioni. Invero si ha p. e. 

d*a ^ d^x . , dh/ • _i ^^ t 



du dv du dv ' dudv du dv 

e d'a _ d'<c . . d'i, dfz ^ 

dvdu dvdu dvdu ^ "^ dvdu ' 



— ^ — 



f:« : ♦ i»- r* '/ i /t 



'ivr <>« 



iS. L^ 'ir^«'e t»^t^ 5ei «^srmair;. Km: pir% i^cIicaniL iie aree ed 
ai T',i:;nu iiruziciii i' ina : sit. rirraaili immariciui. «Zea a& a T è 

5 Jt V ''^ è »n. rÀ-z^^Èi TT^^LZ^ jt m*iiX3ST^ it^rt-^^. sarà 

v^^A:=vc — ;ivrf — ^ V r — _ — - rv** - — ci. 



§ 4. Derirata della poomone fva pado. 



16. Sia la po6izi»'jne di cn poiito P imiccce d'una Tariablle mime- 
riea t Dati a t dzke tqVjtì te i^h, e dette P e P^ le posàzìoiii 
c^Twpondenti del panto, s ÌTr.magfni fl secmento 



PQ=PP:A: 

diremo 4erft€Ua del ponto P fl limite del segmento PQ, ore A tenda 
a zero, 

J^ derivata del punto P coincide colla derivata del segmento OPy 
che ra da una orìgine fissa O al punto Tariabfle P. Invero si ha 

AOP or — OP = PF, e quindi — r— = PQ; e Scendo tendere 

A a zero, il meìàbfro ^ sinistra ha p^ limite la derivata del seg- 
mento OPy e il meaibro di destra la dmvata del punto P; onde 
quenìe derivate coincidono. 
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La derivata del punto P è im segmento funzione di t, il quale 
a sua volta può avere derivata, e questa un*altra, e cosi via. I seg- 
menti che coA si ottengono diconsi le successive derivate del punto 
P; le indicheremo alcune volte colle lettere u, v, w, ... , altre volte 

con u^, Ug Le derivate successive del punto P coincidono colle 

successive derivate del segmento OP. 

Se il punto P ha per coordinate cartesiane x, y, z, detti i j k 
i segmenti di riferimento, si ha 

OP^xi + t^j + zk; 

e se i numeri x y z sono funzioni di t aventi le successive derivate, 
derivando, ed osservando che successive derivate di OP coincidono 
con quelle di P, si ricava per la derivata prima: 



e per la seconda 



dx . . dy . , dz . 






ed in generale per la derivata n« : 

e così si hanno le coordinate o componenti delle successive derivate 
del punto, in funzione delle derivate delle sue coordinate. Recipro- 
camente, se il punto ha le successive derivate, lo stesso avverrà 
delle sue coordinate. 

17. A causa dell'identità delle derivate d'un segmento e delle 
derivate del punto che ne è il termine, supposta fissa l'origine, si 
possono estendere ai punti le formule già dimostrate pei segmenti. 

Così, se P è funzione di t avente le successive derivate, pongasi 
OP = a(i). Le derivate u^ u, ... di P coincidono colle derivate del 
segmento a(^); e si ha 

a(^ + ^) = aW+/^ti,+ ^u, + ...+ ^(un + €). 
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Ora, dette P e P' le posizioni del punto corrispondenti ai valori t e 
t + h della variabile, si ha a(^)s"ÓP, a(/ + ;i)sOP', e a(^ + ^) 
— a(^) =PP'; e quindi la formula precedente diventa 

ove € è un segmento che ha per limite zero, col tendere di /t a 
zero. 

Analogamente , se P è funzione di più numeri variabili te, v, ... 
avente derivate parziali di primo ordine continue, che chiameremo 
a, ▼, ..., date alle variabili gli incrementi At«, Av, ..., e detta P' 
la nuova posizione del punto, si avrà 



PF = (n -f a)Aw + (▼ + p)At? + ... , 
ove a, p, .... sono segmenti infinitesimi con At«, At?, ... E se te, i?,... 

sono funzioni di t aventi derivate -3- , -^ , ..., il punto P è fon- 
ar at 

zione di ^, e la sua derivata sarà 

du , dì) , 



Esercizii. 

18. 1. Un segmento a nel piano è determinato quando si conoscano la 
sua lunghezza r, e Tangolo a che esso fa con una retta fissa OX del piano. 
Se r ed a sono funzioni d'un numero t, anche il segmento è funzione di t La 
sua derivata è la risultante d*un segmento avente la direzione di a, ed eguale in 

lunghezza a —, e di un segmento ^ormale ad a ed eguale in lunghezza a 
da 

2. Se i punti P, Q, R, S.... sono funzioni di t aventi per derivate p, q, r, b,.. ., 
la derivata del segmento PQ vale q — p; la derivata dell'area PQR vale 



y(PQ.r + QR.p+RP.q); 



e la derivata del volume PQRS vale 



i (PQR.B — PQS.r + PRS.q — QRS.p). 
3 , 



V 



CAPITOLO n. 



Ourrre piane. 



§ 1. Tangenti alle corre in generale. 



1. L'insieme dei punti che godono d'una proprietà è un luogo 
geometrico. Questo luogo geometrico dicesi linea se ogni punto del 
luogo si può individuare mediante un numero. Esso dicesi superficie 
se ogni punto del luogo si può individuare mediante due numeri, 
n modo più semplice per determinare una linea è il dare la posizione 
d*un punto in funzione d'una variabile t; e per determinare una 
superficie basta dare la posizione d'un punto in funzione di due 
variabili. 

Ci occuperemo dapprima delle linee. Detto P un punto della 
linea, e ^ il numero che individua P, supporremo che ad ogni va- 
lore di Mn un certo intervallo corrisponda un sol numero t, in 
modo cioè che attribuendo a t valori distinti, anche le posizioni di 
P siano distinte. Supporremo inoltre che il punto P sia funzione 
continua di t, e viceversa, vale a dire, se Po e P sono le posizioni 
del. punto corrispondenti ai valori ^o e ^ della variabile, se t tende 
a Ìq, anche P tenda a P^, e viceversa, se P tende a P^, anche t 
tenda a t^. 

Una linea dicesi curva quando nessuna porzione di essa giace su 
d'una linea retta. Una linea è piana se giace tutta in un piano. 
Una linea non piana dicesi gobhay o a doppia curvatura. 
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2. Dicesì tangente ad una linea in un suo punto P^ il 
limite della retta che unisce il punto Po ad un altro 
punto P della linea, ove P tenda a P^. 

Si dice anche che la tangente ad una curva è la retta che unisce 
due punti consecutivi od infinitamente prossimi di essa, e con questa 
dicitura non si intende che la definizione precedente. 

Per direzione d'una linea in un punto si intende la direzione 
della tangente in questo punto. 

Dicesi normale ad una linea in un suo punto Pq ogni retta pas- 
sante per Po e normale alla tangente alla linea in P^. Queste rette 
formano nello spazio il piano normale in P^ alla tangente; e questo 
vien detto piano normale alla linea in P^. 

Se la linea è contenuta in un piano, in questo stesso piano non 
giace che una sola normale. 

Se la linea data è una retta, la retta che unisce due suoi punti 
Po e P è la retta stessa, e facendo tendere P a Po, il suo limite è 
sempre la retla data, onde la tangente in ogni punto d'una retta 
coincide colla retta stessa. 

Se la linea data è un cerchia di centro G, e se Po e P sono 
due suoi punti, Tangolo che la retta PoP fa colla perpendicolare 
in Po al raggio GPo contenuta nel piano del cerchio, è la metà 
dell' angolo dei raggi GPo e GP ; ora col tendere di P a Pq 
questi angoli hanno per limite zero, quindi la tangente al cerchio 
in un suo punto è la perpendicolare al raggio che va a questo 
punto contenuta nel piano del cerchio; vale a dire, pel cerchio, 
la tangente definita come limite d'una secante coincide colla retta 
chiamata pure tangente nella geometria elementare, ma definita 
diversamente. 



3. La tangente ad una linea risulta determinata, ove si conosca 
la derivata del punto che descrive la linea, in virtù del seguente 

Teorema!.— Se il punto P è funzione di t avente deri- 
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yataìi = PU non nulla, la retta indefinita PU èia tangente 
alla curva descritta da P. 

Infatti, dati a t i valori t e ^4-^» ® ^^^^^ P e P' i punti corri- 
spondenti della curva, si Caccia PQ = PP' : h. Il punto Q è un punto 
della retta PP'. Facciasi tendere h a zero. Il segmento PQ ha per 
limite la derivata PU per definizione; quindi il punto Q ha per limite 
U, e la retta PP'Q, che unisce i punti P e Q aventi per limiti i 
punti P ed U non coincidenti, ha per limite la retta PU (Gap. I, 
5, teor. II), ossia PU è la tangente alla linea in P. 

Teorema II. — Se il punto P è funzione di t avente de- 
rivata prima continua e non nulla, la tangente in P è 
anche il limite della congiungente due punti P^ Pg della 
linea, quando questi tendano al punto P. 

Invero, sia un'origine fissa, e pongasi ^ = a(^). Sarà OP^ = 
a(g, OP, = a(^3), P^, = a(g - a(^,). 

= PìPe _ 



Pongasi PjQ = ^ \ = a(^i, t^). Si facciano ora tendere ^^ e ^^ a t; 

si ha lim F|q = lim a {t^ i^) = a'(<) = PU derivata del punto P ; e 
poiché P, ha per limite P, Q ha per limite U, e la retta P^PjQ ha 
per limite la retta PU, cioè la tangente alla curva. 



4. Se M è un punto della tangente alla curva in P, e questo 
punto ha derivata u non nulla, le direzioni di a, e di MP coinci- 
dono, e quindi è nulla l'area u.MP. Viceversa, se quest'area è nulla, 
MP ha la direzione di u, ed il punto M si trova sulla tangente. 
Dunque l'equazione della tangente, colla notazione dei segmenti, è 

U.PM = . 

Se M è un punto della normale, o del piano normale alla curva 
in P, sarà MP normale ad u, e quindi l'equazione della normale, 
o del piano normale, è 

uXMP==0, 
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sempre supposto che u non sìa nullo. Si osservi che 2a X MP è la 
derivata di MP*, presa nell'ipotesi che M sia fisso, e P un punto 
della curva. Quindi si deduce: 

Se la derivata di P non è nulla, il piano normale 
alla curva è il luogo dei punti M per cui è nulla la de- 
rivata di MP*. 

n piano normale ad una linea in un suo punto P si può pure 

considerare come il limite del luogo dei punti equidistanti 
dai due punti P e P' della linea, ove F tenda a P. Invero 
il luogo dei punti equidistanti da P e P' è il piano n normale alla 
retta PP' nel suo punto medio G. Ora, se P' tende a P, anche G 
tende a P, e se la linea ha tangente P^ nel punto P, la retta PP' ha 
per limite la P^; ed il piano n passante per G e normale a PP' 
ha per limite il piano ti^ passante P e normale alla tangente Pt; 
vale a dire il limite del piano tt è il piano normale alla linea in P. 
Viceversa se il piano ^ tende ad un limite ^o» ^^^ passa necessa- 
riamente per P, la retta PP' normale a n ha per limite la retta 
P^ normale a tTq ; quindi Fi è la tangente alla curva, e n^ il piano 
normale. 

Questa proprietà del piano normale permette alcune volte di de- 
terminarlo direttamente, e dedurne in conseguenza la tangente alla 
curva. Gosì, se si sa che i punti A e B distano egualmente dai due 
punti P e P' della curva, e se col tendere di P' a P, A e B hanno 
per limiti i punti A^ e B^ non in linea retta con P, il piano luogo 
dei punti equidistanti da P e P' ha per limite il piano PA^B^, e 
questo sarà il piano normale alla curva. 

Le cose dette pel piano normale sono applicabili alla retta nor- 
male, se la linea sta in un piano fisso; in questo caso basta rico- 
noscere che un punto A equidistante da P e P' ha per limite A©, 
per dedurre che A^P è la normale alla curva. Gosi pel cerchio, il 
centro dista egualmente dai punti P e P' della circonferenza; e 
poiché esso è fisso, ed ha per limite so stesso, si deduce che il 
raggio che va ad im -punto della circonferenza è normale ad essa. 
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6. Se, pel valore considerato di ^, è nulla la derivata prima del 
punto, per determinare la tangente alla curva può servire il seguente 

Teorema. — Se il punto Pè funzione di t, e per ^=^0 sono 
nulle la derivata prima di P, e tutte le successive 
fino alTordinep, la tangente alla linea luogo dei punti 
P è la retta che passa per P e contiene la derivata d'or- 
dine p. 

Invero, se le derivate successive 1*, 2% ... (p — 1)"** sono nulle, 
e la derivata Up d'ordine p non è nulla, sarà, per la formula di 
Taylor: 

hP 



ove è è un segmento che ha con h per limite zero. Quindi, fatto 
PQ = Up + € e PU = %, si deduce che i punti PP' e Q sono in 
linea retta, e che il segmento PQ ha per limite PU; quindi il punto 
Q ha per limite U, il quale è distinto da P, perchè, per ipotesi, 
PU non è nullo. E la retta PF che passa pei punti P e Q, che 
hanno per limiti i punti P e U non coincidenti, ha per limite la 
retta PU; dunque questa è la tangente. 

Si osservi però che, se la derivata prima è nulla pel valore consi- 
derato di t, anche supposte continue le derivate successive, non è 
più vero in generale che la tangente in P sia il limite della con- 
giungente due pimti P^ P, presi ad arbitrio sulla curva, ove questi 
si facciano tendere al punto P. 



2. Tangenti alle curve piane. 



6. Può un piano essere diviso da una linea descrìtta su esso in 
due parti, o regioni. Così una retta AB lo divide in due parti sovrap- 
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ponibili, e si riconosce se due punti P e Q appartengono alla stessa 
parte od a parti opposte, secoadochè le aree ABP e ABQ, ovvero 
i loro doppi ABAP e AB.AQ hanno lo stesso senso, o senso con- 
trario. Cosi pure un cerchio divide il piano in due regioni, l'una 
(interna) formata dei punti che distano dal centro meno del raggio, 
e Tal tra (esterna), i cui punti distano dal centro più del raggio; ecQ. 

j7 Sia un piano Asso diviso da una linea l in 

due parti. Diremo che una linea AB conte- 
nuta nello stesso piano tocca la l nel loro punto 
comune P, se un arco AB della linea, conte- 
nente nel suo interno il punto P, giace tutto 
da una stessa parte della linea L 

^^ Diremo invece che la linea AB taglia la / nel 

loro punto comune P, se due archi PA e PB di 
questa linea, terminanti in P, trovansi Tuno da 
^jf l una parte e Taltro dall'altra della linea L 
Potrebbe anche una linea avere più punti comuni colla /, ed in 
alcuni di questi toccarla, ed in altri tagliarla. 

Noi supporremo dapprima che la linea l sia una retta, e discu- 
teremo se la linea descritta da un punto variabile P, che in una 
posizione speciale Pq trovasi sulla retta, la tagli o la tocchi. 





7. Teorema I. — Se il punto P descrive una linea piana, 
e se nella posizione speciale Po ha una derivata prima 
non nuUa^ la linea taglia ogni retta del piano passante 
per Pq, ma diversa dalla tangente. 

Se, inoltre, la derivata seconda di P non è nulla, né 
coincide in direzione colla derivata prima, la linea 
tocca in Po la tangente, e nelle vicinanze di Po giace da 
quella banda della tangente verso cui è rivolta la deri- 
vata seconda. 

Infatti, sia PoA una retta passante per Poi e si consideri l'area 
Po P.PoA-- Suppongasi dapprima che la PqA non sia la tangente alla 
curva. Dalla formula PoP = h{u + e ), con lime = 0, si ricava l'area 
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considerata P^PP^jA = ^(u-P^ A- + 1 .Po^^)- ^^^^ due aree racchiuse 
in parentesi la prima uP^A è indipendente da h^ e non è nulla, 
perchè le direzioni di u e P^k sono distinte; la seconda invece 
i.V^k è infinitesima con h. Perciò potremo supporre h sufficiente- 
mente piccolo in valor assoluto, in modo che la seconda area sia 
minore della prima, e che l'area nP^A + cPqA abbia il senso del- 
l'area uP^A. Ciò supposto, l'area P^^PP^A avrà il senso di uP^A se 
h è positivo, ed avrà senso contrario se h è negativo; quindi i 
punti P della curva corrispondenti a valori positivi di h stanno da 
una stessa parte della retta PqA (cioè da quella verso cui è rivolta 
u); invece i punti della curva che corrispondono a valori negativi 
di à stanno dalla parte opposta; perciò la linea descritta da P taglia 
in Po la retta PqA. 
Sìa invece PqA la tangente alla curva in P^. Dalla formula 

PoP ^hu + ^(y + 1 PoA) 

con lime = 0, osservando che l'area u^PoA = 0, perchè la tangente 
PqA ha la direzione della derivata prima, si ricava 

PoPPoA = — [vPoA + €]. 

Ora, se la v, derivata seconda di P, non è nulla, né coincide in 
direzione con u, delle due aree racchiuse in parentesi, la prima 
vPqA sarà diversa da zero, mentre la seconda ha per limite zero; 
perciò si può supporre che vP^A -\- e abbia il senso del primo ter- 

mine; allora, poiché il fattore -g- è sempre positivo, anche l'area 

PqPP^A ha il senso di vP^A, ossia, nelle vicinanze di P^ i punti 
della curva trovansi da quella parte della tangente PqA verso cui 
è rivolta la derivata seconda. 

Teorema IL — Se delle derivate del punto P, nella po- 
sizione considerata P^, la prima non nulla è la p"**, e 
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delle successive la prima non nulla, né coincidente 
in direzione colla p"** è la g"**, allora: 

Ogni retta passante per P^ e distinta dalla tangente 
è tagliata dalla linea se j> è dispari; è invece toccata 
se p è pari. 

La tangente in P^ è tagliata dalla linea se 9 è dis- 
pari^ è toccata se 9 è pari. 

Infatti, sia P^A una retta qualunque passante per Pq. Si consideri 
l'area ui{/) = P0P.P0A. La sua derivata n' è Un .P©^ ^« indicando 
la derivata n' di P. Per le ipotesi fatte, l'area \x}{t) si annulla, per 
t = <o, insieme alle derivate 1*, 2*, ... (p — 1)"*, e la derivata jf^ 
è i]|».PoA, la quale non è nulla se P^A è distinta dalla tangente. 
Ricorrendo alla formula di Taylor si ha 

P,P.PoA = ^ [Dp.PoA + €] , 

ove £ è un'area infinitesima con h ; e perciò potremo supporre che 
l'area %.PoA + e abbia il segno del primo termine ^.P^A. Ora, se 

p è dispari, siccome il fattore -7- cambia segno con ^, si deduce 

che l'area PqP.PqA ha, per h negativo, il senso opposto di Up.Ff^Ay 
e per h positivo lo stesso senso. Quindi il punto P passa dalla regione 
del piano verso cui non è diretta Up a quella verso cui questo 
segmento è diretto, e la linea descritta dal punto P taglia la retta 

PqA. Se invece p è pari, — ^ è sempre positivo, l'area PqP.PoA ha il 

P- 

senso dellarea Up-P^A, e quindi il punto P trovasi nelle vicinanze 
di Po da quella stessa parte della PqA verso cui è diretta Up. 

Suppongasi ora che la retta P^A coincida colla tangente, e quindi 
abbia la direzione di Up. In virtù delle ipotesi fatte saranno pure 
nulle le derivate dell'area u)(0 fino a quella d'ordine q, che è 
%.PoA. Quindi per la formula di Taylor si ha 

P0P.P0A = 5- [u,.PoA + e] , 
e ragionando in modo analogo, si scorge che se g è dispari, la linea 
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desoTitta da P taglia la tangente, e, se g è pari, la tocca, e trovasi, 
nelle vicinanze di P^, da quella parte della iaagente verso cui è 
rrrcrila Uq. 

8. Si suol dire che un punto P d^na curva è un punto ordinario 
se la curva taglia tutte le rette diverse dalla tangente e tocca la 
tangente. Si dice ancora in (questo caso che nel punto considerato 
la curva rivolge la sua concavità verso quella 
delle due parti in cui il piano è diviso dalla tan- 
gente, neEa quale essa è <x)ntenuta, e riv(dge ^"^^ 

la sua convessità venso la parte opposta. Cosi il punto P è un punilo 
ordinario ddla curva, se ha derivata prima non nulla, e derivata 
seoonda uè nulla né coincidente in direzione colla derivata prima, 
più generalmente^ se delle derivate di P la prima non nulla è 
d'ordine dH^)ari, e delle sossegnenti la prisia non nulla né coinci- 
dente in direzione colla tangente è d*ordine pari. 

Un punto non ordinario si suol dire singolare. Cosi se la linea 
taglia tutte le rette passanti pel punto consi- 
derato, compresa la tangente, il che avviene 
quando, ccmservate le notazioni delFultimo 
teorema, p e q sono disparì, si ha un^punto 
singolare, che vien chiamato punto di flesso. 

Se la linea tocca tutte le rette diverse dalla tangente, e taglia 
la tangente, il che avviene ^e p è pari e q è dispari, si avrà un 






punte dette cuspide^ o punto di regresso di prima specie. E se la 
linea tocca tutte le rette passanti per il suo punto P, il che avviene 
quando p e q sono amendue pari, si avrà u}i punto di regresso di 
seconda specie. 
Finora si è supposto che la posizione del punto P fosse funzione 
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di t avente le successive derivate; si è supposto inoltre che attri- 
buendo a t due valori distinti qualunque, almeno in un ceri» inter- 
vallo, P assumesse pure posizioni distinte. Ma se il punto P, variando 
U viene a prendere più volte una stessa posizione, questa posizione 
si dirà un punto muUiplo della curva, e potrà essere un punto 
doppio, triplo, ecc., secondochè P passa due, tre, ecc., volte per 
quella stessa posizione. Altre singolarità può presentare la linea, 
ove il punto variabile P non abbia derivate. 

9. Se l'area u.v compresa ft*a le derivate prima e seconda del 
punto P non è nulla, le derivate n e v di P sono he nulle né coin- 
cidenti in direzione; quindi questo punto è un punto ordinario della 
curva che esso descrive. Pertanto il valore dell'area u.v può ser- 
vire come criterio analitico per riconoscere i punti ordinarii. 

Quest'area si può pure considerare come un limite, come risulta 
dal teorema seguente: 

Teorema. — Se il punto P è funzione di t avente le de- 
rivate u e V continue, e se, P^ Pj P3 sono tre punti della 
curva, corrispondenti ai valori t^ t^ i^ della variabile t, 
l'area del triangolo P^ P^ P3 divisa pel numero (t^ — t^) 
(^3 — ^)(^3 — Q ^^ P^r limite la quarta parte dell'area u.v 

ove i punti PiPgPs tendano ad una stessa posizione P. 

1 
Invero si ha PjPjPg = -^ PiPs-^i^s- Sia un punto fisso ad ar- 
bitrio, e pongasi OP = a(^) ; sarà 

OP,=a(y, OP, = a(g, 0P3 = a(g, 

a(^„ Q - ^ , a(^„ g = ^ , 
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Da queste eguaglianze si ricava 

PiP* = ift - k) <t, g, PA = (^3 - 1,) a(t, g, 
-e a(^,y = B{t^Q + (^3 — Q a(/,^,g. 

Sostituendo si ha 

PtP.P3= i-(U-t,){t,-t,) BÌt,Q.B{t,Q 

4- (^2-0 (^3-^.) (t,-Q.f^t,t,),eL{t,t,t,) , 
^ quindi 

Passando al limite, e ricordando che 

limait^t^) = €J(t) = u 
e liniBit^t^Q = -^ a"(0 - "2" ^ » 

si ha la formula a dimostrarsi. 

Neirenunciato e nella dimostrazione del teorema non si suppone 
che la curva descritta da P sia piana; e perciò il teorema è anche 
vero per curve gobhe. 

Dal teorema precedente si deduce che, se l'area u.v non è nulla, 

P P P 
anche ;; — ^ ^ ^ — - — -r sarà, per posizioni di P^PgPs sufcien- 

temente prossime a P, diversa da zero ; e quindi anche l'area PiP^Ps 
non sarà nulla; ossia, nelle ipotesi fatte, si può determinare un 
arco della curva descritta da P, nelle vicinanze del punto consi- 
derato, il quale non abbia più di due punti in linea retta. Si os- 
servi ancora, che nelle ipotesi fatte, se i^ < ^^ < ^3, il triangolo PÌP2P3 
ha lo stesso senso dell'area u.v. 



Teorema. — Se l'area u.v formata colle derivate prima 




e seconda del punto P non è nulla, il punto d'interse- 
zione delle tangenti alla curva in due suoi punti Pe P^ 
ha per limite il punto P, ove F tenda a P. 

Infetti, i punti P e P' corrispondano ai valori t e t'\'h dei pa- 
rametro; e sia T il punto d'incontro delle due tangenti in questi 
punti. 

Siccome il segmento PT sta sulla tangente, esso ha la 
direzione della derivata a del punto P, e q[uindi esìsterà 
un numero x tale che PT = aTu. Poiché P'T sta sulla 
tangente alla curva in P', esso ha la direzione delia 
derivata del punto P', che diremo u', e quindi l'area 
P'T.u' = 0. Ora si ha 

P'T = PT — PP' = ora — PP'. 
e daUa formula di Taylor si ricava 

e u' = u-l-;i(v + ìi); 

sostituendo questi valori di P'T e u' nell'equazione P'T.u' = 0, essa 
diventa 

la si ordini rispetto alle potenze di h ; osservando che il primo ter- 
mine ani.a = e dividendo per h, si ha 

^•(v + n) — ^[u.(v + n) + -g- (v + € ).u] = ; 

e passando al limite, il coefficiente di x ha per limite u.v, che non 
è nullo, mentre il secondo termine ha per limite zero; quindi 
Kmx = ; e poiché PT = am, sarà limPT = 0, cioè T ha per limite P- 
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§ 8. Curve riferite a coordinate cartesiane. 



10. Un primo modo di determinare una curva nel piano è di dare 
le coordinate cartesiane a; y del ponto variaiole P, che descrìve la 
ounra^ in funzione d*una variabile t Detti i ed j i segmenti di ri- 
ferimento, sarà 

By per ciò che si è visto, le derivate prima e seconda n e v sono 

^ . ^^W^ + Wfli- 

Quindi, se u non è nullo, ossia se •:n e -— non sono nulle ad 

un tempo, la direzione di u coincide colla direzione della tangente. 
Se M è un punto della tangente, sarà u.PM ^ ; e dette X Y le 
coordinate di M, Tequarione della tangente è 

<i) (z-a.)|-(r-y)f = 0. 

L'equazione della nc»*male è, se M è un punto della normale , 

uXPM = 0, 
ovvero, supposti gli assi di riferimento ortogonali : 

<2) (z_a.)§+(y_y)|- = 0. 

E la curva, nel punto considerato, rivolge la sua concavità verso 
quella parte della tangente verso cui è rivolta v, a meno che v 
non sia nulla^ o la sua direzione coincida con a, nel qual caso si 
applicheranno i criteri! noti. L*area u.v si esprime nel nostro caso 
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sotto la forma 



u.v = 



dx 


dy 


dt 


dt 


dix 


d'y 


dfì 


dt' 



ij; 



e se quindi il determinante formato colle dei'ivate prime e seconde 
delle coordinate x y non è nullo, il punto è un punto ordinario 
della curva. 



11. Come caso particolare, la variabile indipendente t potrebbe 
essere la stessa ascissa, e allora la curva è data nel piano dan- 
done l'ordinata in funzione dell'ascissa : 

y = r(a?). 

Le coordinate del punto variabile P della curva sono 

X e f(x), 

e \è loro derivate, ossia le coor- 
dinate della derivata di P, sono 1 
e f{x)\ quindi la derivata PU del 
punto P è la risultante d'im seg- 
mento PQ parallelo all'asse delle 
X e misurato dal numero + *> ^ 
ji M N '^ d'un segmento PR parallelo all'asse 

delle 1/, e misurato dal numero r{x). 

La derivata prima di P non è mai nulla ; quindi la sua direzione 
coincide colla direzione della tangente. Se gli assi sono ortogonali, 
l'angolo che la tangente PU alla curva fa coU'asse delle x ha per 
tangente trigonometrica f(x), come si vede dal triangolo rettangola 
PQU. L'equazione della tangente si riduce a 




(!') 



^-^^-I-'^^-^)^ 
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e quella della normale a 

n X-x+(Y-y)^ = 0. 

Le derivate seconde delle coordinate di P sono e ^((v). Quindi 
la derivata seconda di P è un segmento parallelo all'asse delle y 
e misurato dal numero r'(^)- 

Se r'(x) è positivo, la curva rivolge la sua concavità verso la 
direzione positiva dell'asse delle y; se r'(^) è negativo, la concavità 
deUa curva è rivolta verso la direzione negativa dell'asse delle y. 
Se poi r^(^) =0, ed /*"'(/») non è nullo, la curva taglia la tangente, 
e si ha un punto di flesso. 

Il segmento PT compreso fi^a il punto P ed il punto d'intersezione 
della tangente coU'asse delle x vien detto lunghezza detta tangente. 
La sua proiezione TM sull'asse delle x si chiama sottotangente. Il 
segmento PN di normale, compreso ft^a il punto P e l'asse deUe x 
vien detto lunghezza della normale; e la sua proiezione MN sul- 
l'asse delle X si dice sottonormale. 

Supposti gU assi di riferimento ortogonali, è facile esprimere le 
lunghezze di questi segmenti in funzione dell'ordinata y del punto 

P, e della sua derivata £- = y\ Invero dai triangoli simili PQU, 

miLim ' ' TM MP . TM y , j. , xx x 

TMP, si ricava bk = rni » ossia -r- = -~ , vale a dire la sottotan- 

PQ QU 1 y 

gente TM == -^ . 
Quindi dal triangolo rettangolo TMP si ottiene 

TP = i/f^F+MP = y^, +y'=f i/i"+f: 

Dai triangoli PQU e PMN simili si deduce 

MN:QU = PM:PQ, 
ossia 

MN:y' = y:i, 
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onde si ricava la sottonormale 

Ed infine dal triangolo rettangolo PMN si ha PN -- /pH*+HN*. 
e sostituendo 

19. Poiché i^>esso nna curra è definita mediante Teqnazione 
y=r/^a?), sarà ntile il trovare direttamente i risultati precedenti. 

Siano 0M=a7, e O^S! :=: x -\- Lx due ascisse, cui corrispondano 
le ordinate MP = y = /(a?), e M'P' = y -f Ay = /(a? -|- Aar). 

L'equazione della retta PF, ove XY siano le coordinate di un 
punto di essa, è 

(a) Y-y=f^(X^x); 

(invero quest'equazione è di primo grado, e quindi rappresenta una 
retta; e poiché essa è soddisfatta quando invece di X ed Y si pon- 
gano rispettivamente le coordinate (a?, y) e (a; + A a?, y-\- ù.y) dei 
punti P e P', questa retta passa pei punti P e P', e quindi coincide 
coDa PP'). 

Si làceift ora tendere ^x a zero, n coefficiente ^ ha per li- 
mite ~~ = f\x\ e la retta PP' di equazione (a) ha per limite la 
retta la cui equazione è 



(6) Y-y=-^{X-x)\ 

(perchè, supposta Tascissa X fissa, Tordinata corrispondente data 
dalla (a) ha per limite Tordinata data dalla equazione (d), e quindi 
tutti i punti della seconda retta sono limiti di punti della prima, 
e la seconda retta è il limite della prima). 

Dunque la retta rappresentata dairequazione (&) è la tangente 
aUa curva. 
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Si calcoli la differenza delle ordinate ìffF' della curva, e WQ 
della tangente corrispondenti ad una stessa ascissa OM' = X'\-h. 
Si ha per Fordinata della curva 

ove lime = 0, per A = ; l'ordinata M'Q della tangente è data dalla 
(6), ove si feccia X=a7+ h, e si ha 

M'Q=y + ^h = f{x)-^hr{x); 
e sottraendo 

M'P — M'Q = ^[r(^)-f €], (/^m€ = 0). 

Se ora f\x) è positivo, si può supporre h sufBcientemente pic- 

colo in modo che f'Xx) + € sia pure positivo, ed allora, poiché -^ 

è sempre positivo, sarà M'P' — M'Q > 0, ossia l'ordinata WP' della 
curva è maggiore dell'ordinata corrispondente M'Q della tangente, 
e la curva sta nelle vicinanze del punto P, da quella parte della 
tangente verso cui è rivolta la direzione positiva dell'asse della y; 
in altre parole la curva rivolge la sua concavità verso la direzione 
positiva dell'asse delle y. La curva rivolgerebbe invece la sua con- 
cavità dalla parte opposta, se f"{x) è n^ativo. 



18. Parabole. — Si suol dare questo nome ad ogni curva la cui 
equazione in coordinate cartesiane si può mettere sotto la forma 

ove m è un esponente qualunque, intero o fratto o incommensu- 
rabile, positivo negativo, che dicesi anche ordine della parabola. 

Se m = 2, ovvero = ^ , la curva coincide colla parabola conica, 

il cui asse è oy nel primo caso, ed ox nel secondo. Per m=l. 
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la linea è una retta passante per l'origine. Se m = 3, la curva si 

3 
chiama parabola cubica, e se m = -y , vien detta parabola semicn- 

bica. Se w = — 1, la curva è un iperbole riferita ai suoi assintoti. 

Se m è intero e positivo, la funzione aa;" è definita per tutti i 
valori di a?; lo stesso avviene se w è intero e negativo, tolto il 
valore speciale a? = 0, per cui la y diventa infinita. 

Se m è un intero pari (positivo o negativo) Tasse delle y è un 
asse di simmetria della linea; invero dati ad x due valori eguali 
e di segno contrario x e — x, ì valori corrispondenti dell'ordinata 
sono eguali, e quindi i due punti della curva, aventi la stessa or- 
dinata ed ascisse eguali ma di segno contrario, sono simmetrici ri- 
spetto all'asse delle y. 

Se m è un intero dispari, l'origine è un centro della curva. Invero 

i due punti della curva di ascisse a; e — x, hanno per ordinate 

(Kffn Q — (iQm^ e quindi sono simmetrici rispetto all'origine. 

Se m è fratto, o incommensurabile, per non fare una troppo 
lunga discussione, supporremo x positivo, e prenderemo per sf il 

solo valore aritmetico. 

Invece di dare il coefiìciente numerico a possiamo dare un punto 
A per cui la curva passa. Se a?^ = OB e y^ = B A sono le coordi- 
nate di A, dovrà essere i/o = flw?(,*; e quindi, eliminando a, l'equa- 
zione della parabola diventa : 

r, 







Sia OM = ir? un'ascissa arbitraria. Si 
vc^liono costrurre le ordinate corrispon- 
denti delle varie parabole, per tutti i va- 
lori interi, positivi o negativi dell'espo- 
nente m. 

La retta OA incontri la parallela all'asse 
delle y condotta per M in P^, e sia MP^ 
=1^4. Si ricava dai triangoli simili OMP^ 
e OBA 
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Per P^ si conduca la parallela all'asse delle x, che incontri BÀ. 
in Aj, e si segni OA^, che incontra MP^ in P^, e sia MPj = y^. Dai 
triangoli simili OMPg e OBAj si ricava 



e quindi 



Vi 


X 
Xq 




' X 
i ^0 



Per Pg si conduca la parallela ad Ox, che incontri la BA in A^, 
e si segni OA^ che incontra MPjP^ in P3. Si ricava in modo analogo, 
posto MP3 = y3, 



11 



=(i)^ 



e cosi via. 

Per A si conduca la parallela ad 0^, che incontri MP^ in Po ; 
sarà MPo = y^. La OP,, incontri BA in A - 1 ; per A - 1 si conduca 
la parallela ad OXy che incontri MP^ in P _ 1. Posto MP - , = y - 1 , 
si avrà 






e cosi via. 



Pertanto y^, y^, y^ ... y^, y^^, ... sono le ordinate corrispondenti 
all'ascissa a?, delle parabole di esponenti 1, 2, 3, ... 0, — 1, ..., e P^, 
P^, P3, ... Pq, P_4, ... i punti d'intersezione della parallela all'asse 
delle y condotta per M con queste varie parabole. Variando M, i 
punti P^, Pg, P3, ... Pq, P-4, ... descrivono le parabole corrispondenti 
a tutti gli esponenti interi, positivi negativi. 

La derivata in un punto P della parabola d'ordine m si ottiene se- 
gnando: 1** il segmento PQ parallelo all'asse delle x, ed eguale all'unità 
di misura; 2® il segmento PR parallelo all'asse delle y e misurato 
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dalla derivata di oa?*, ossia ?naa?*-*; la loro risultante PU è la de- 
rivata del punto P, e la sua direzione è la direzione della tangente. 
Se T è il punto d'intersezione deUa tangente ccU'aase delle a>y e 
quindi TM è la sottotangente^ si ha 

TM:PQ=MP :QU, ossia TM: l = ar* rmoor""*, 

da cui 

TM = — a:, 

ossia nella parabola d'ordine m la sottotangente è T^n^ 
parte dell'ascissa. Questa proprietà permette di costrurre faci- 
lissimamente la tangente ad ogni parabola. 

Così, se m = 2 (parabola conica), se P è un punto della curva, 
sia T il punto medio deirascissa OM; sarà PT la tangente alla curva. 
Se m= — 1 (iperbole), si prenda TM= — OM, vale a dire MT 
=0M; la PT è la tangente cercata. Ecc. ecc. 

La derivata seconda di f{x):=.cuxi^ è |/"=:m(m — i)aa:?*"*, e 
dal suo segno si può dedurre da che parte la curva rivolga la 
sua concavità. 

Supposto a > 0» se ad ^ si attribuiscono soli valori positivi, allora: 

Se w > 1, sarà y" > 0, e la curva rivolge la sua concavità versa 
la direzione positiva dell'asse delle y\ 

Se 1 > m > 0, sarà j/" < 0, e la curva rivolge la sua concavità 
verso la direzione negativa dell'asse delle y\ 

Se t?K 0, sarà |/" > 0, e la curva rivolge la sua concavità verso 
la direzione positiva delle y\ 

Se m = 1, ovvero m:=0> la linea si riduce ad una retta, e non 
si ha più a parlare di concavità. 

Quando ad x si possano anche dare valori negativi (nel qual caso 
supporremo m intero, e diverso da zero e da uno, e quindi rnUjn -— 1) 
sempre positivo) si dedurrà che la curva rivolge la sua concavità 
v^'so la direzione positiva delle f^ se m è pari, verso la n^;ativa, 
se 7n è dispari. 

Nel caso speciale della parabola conica di equazione y* = S^o?, 
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si ha una proprietà, da cui deriva una nuova costruzione della 
tangente. Invero, derivando guest equazicnie si ha yy'^p. Ora il 
xaembro di sinistra rappresenta la sottonormale; dunque in questa 
curva la sottonormale ò costante. 

1 4. Curva logaritmica. — Con questo nome si chiama la curva 
dì equazione y = a«, ove a è una costante positiva, che suppor- 
remo maggiore di 1. 

Attribuendo ad a? i valori interi 

rordinata y assume i valori 

a""', a~\ a® = l, a* = a, a*, a^ ... 

Questi sementi si costruiscono con facilità segnando due rette 
0A<^ e OA4 partenti da un punto 0, e su esse i segmenti OAg = 

a^ = 1 , e OA4 = a* = a. Si costruiscano i triangoli OA^Aj, OA^Ag, 
OAjA^, ... e OA.^Aq, OA^gA^i, ... simili ad OA^A^. Si vede imme- 
diatamente che OA^=a', 0A3=:a', ... OA- t=a-*, 0A_2=^"*» ©ce. 
Conoscendo le ordinate a^ ed a^ corrispondenti a due ascisse x 
ed af, si può determinare Tordinata corrispondente airascissa media 

^"T^ ; quest'ordinata è a * =f/ a^,a«' , ossia è la media geome- 
trica delle ordinate a* ed a*', e quindi si può costrurre colla riga 
e col compasso. In tal modo si possono costrurre infiniti punti della 
curva, e tanto prossimi quanto si vuole. 

Per trovare la tangente alla curva nel punto P di ascissa a?, basta 
segnare PQ = 1, e poi QU = a* Ioga; la retta PU sarà la tangente 
cercata. Se essa incontra l'asse delle x in T, il triangolo TMP è 
simile al triangolo PQU; quindi si ha 

TM _ MP 
PQ""QU' 

e sostituendo a PQ, MP, QU i loro valori 1, a*, alloga, si deduce 



^ 
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1 

TM = — - • 

^^-loga' 

ossia nella curva logaritmica la sottotangente TM è co- 
stante, qualunque sia il punto della curva. Questa proprietà per- 
mette di costrurre con facilità la tangente alla curva in ogni suo 
punto. 

Siccome poi la derivata seconda di P è un segmento parallelo 
all'asse delle y e misurato da a* log*a, che è positivo, si deduce 
che la curva rivolge sempre la concavità verso la direzione positiva 
dell'asse delle y. 

IB. Sia /(a?, |/) = una equazione fra le coordinate cartesiane a? 
ed y d'un punto nel piano. Se questa equazione determina una dello 
coordinate, p. e. la y come funzione implicita di x, il che avviene 

quando pei valori di a? ed j/ considerati non è -;^ = 0, si avrà nel 

piano una curva. 

La derivata g è data dall'equazione 





df df dy _^ 
dx ^^ dy dy ' 


da cui si ricava 






^L 




dy dx , 
dx df 



dy 

e sostituendola nell'equazione della tangente 

fatti sparire i denominatori, e trasportando tutto nel primo membro, 
l'equazione della tangente diventa 



ì(^-^)+^-(^'-^)=o- 
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In essa oltre, alle coordinate X ed Y d*an punto della tangente 
compaiono ancora le coordinate x y del punto di contatto, le quali 
non sono indipendenti, ma legate dalla relazione f{x, y) = 0. Quindi, 
combinando in vario modo Teguazione precedente con quella della 
curva, all'equazione della tangente si possono dare varie forme. 

Esempio. — Sia l'equazione f{x, y) = di secondo grado in x 
ed y 

f{x,y)=.aa^-\-2hxg + ì>y^-\-2gx + 2fg + c = 0. 
Si avrà 

e l'equazione della tangente diventa 

{ax + hy-^g) (X—x) + {hx + ì>y + f) (r— 1/) = 0, 

ovvero ordinando 

(axJ^hy + g)X-\-(hx + ì)y + r)Y— 
— (ao^-\-2hxy + ì)y'+gx + fy) = 0, 

ed aggiungendo a questa equazione quella della curva, si otterrà 
infine 

(ax + hy'i-g)X+(hx + by + f) Y-^gx-^-fy +c = 0. 



§ 4. Curve riferite a coordinate polari. 

16. Un punto P nel piano può essere dato in coordinate polari 
mediante l'angolo a che la retta che lo congiunge ad un punto fisso 
0, detto origine o polo, fa con una retta fissa OX, detta asse polare, 
e mediante il numero r che misura la distanza OP. I numeri r ed 
a diconsi coordinate polari del punto P. Ad Y si dà anche il nome 
di raggio vettore, e quello di argomento ad a. 



— 80 — 

Se a è ima variabile indipendente, M r una funzione di a 

r=:(p(a), 

la posizione del ponto di coordi- 
nate r ed a, dipende dalla sola ya- 
riabile a, e variando questa, il 
punto descrive una linea piana. 

Sia OA = a il segmento eguale 
all*unità di misura, e che fa Fan- 
golo a coirasse polare. Sarà 




OP = ra. 

Si derivi questa equipollenza. 
Detti r' e a' le derivate di r ed a 
ed osservando che la derivata di 
OP coincide colla derivata di P, 
che diremo u, si ha 

u = /''a + r^' ; 

il che dice che la derivata PU del punto P è la risultante di due 
segmenti r'a e ra'. n primo r'a è un segmento avente la stessa 

dr 

direzione di OA, ossia di OP, e misurato dal numero r' = ^ =: 

<p'(a) , e sia PQ ; l'altro ra' si ottiene ricordando che la derivata a' 
del segmento variabile a è un segmento eguale ad a, ossia all'unità, 
e perpendicolare ad OA (Gap. I, N. 9, V); quindi ra! è un seg- 
mento PR eguale al raggio vettore OP e perpendicolare ad esso. 
Detto 9 l'angolo che la derivata PU, ossia la direzione della tan- 
gente, fe col raggio vettore, si ricava dal triangolo rettangolo QPU: 

X /i QU r rda 

tange = p^=;;=-^. 

Sia PN la normale alla curva in P, ON la perpendicolare in 
al raggio vettore OP ed N il loro punto d'intersezione. Sarà il 
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triangolo OPN eguale al triangolo QUP, e quindi ON = PQ, e PN = PU. 
Perciò la lunghezza del segmento ON, che dicesi sotionormale po- 
lare, è ON = r' = :r- • 

La tangente alla curva in P incontri la perpendicolare ON al 
raggio vettore OP nel punto T. Al segmento OT si suol dare il nome 
di sottotangente polare. Dal triangolo rettangolo OPT si ricava in 
valor assoluto 0T = 0Ptew^9, ossia, sostituendo 

HT — *** — !^ 

^^ — "F — dr ' 

Le lunghezze PN e PT diconsi anche lunghezza della normale 
e della tangente. Si ha dalla figura 



PN = j/pD«-fON« = j/r« + r'« = 



da 



PT = >/opt4-OT»— - Kr»+^ = -f f/r'^ + r» =^l/dr*+r^da\ 

La derivata seconda del punto P è 

v = r"a + 2r'a'-f ra", 

cioè è la risultante : del segmento r^'a, ossia di un segmento avente 
la direzione di OA, e misurato dal numero r" ; del segmento 2r'a', 
ossia d*un semento la cui direzione fa un angolo retto con OA, e 
misurato dal numero 2/^ ; e del segmento ra", ossia d'un segmento 
la cui direzione è opposta a quella di OA, e misurato dal numero r. 
L'area u.v vale nel nostro caso (r'a + ra')^r"a + ^r'a' -fra"), 
ovvero sviluppando e ricordando che a" = — a, si trova 

U.V = (2/^* — rr" + r*)a,a'. 

L'area a.a' compresa fra due segmenti eguali all'unità di misura, 
ed ortogonali, è l'area unità di misura ; quindi l'area a.v è misurata 
dal numero 2/^* — tv^' + r*. 

1 7. Spirale d'Archimede. — Pongasi r =: aa, ove a è una costante 
arbitraria. Si avrà una curva, detta spirale d'Archimede (?Xi5). 

In essa r varia proporzionalmente ad a. Quindi, conoscendo un 
punto A della curva, se ne possono ottenere infiniti altri, segnando 

Pkuio, Gtom. Injin. 6 
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delle rette OB, OC, .... cbe Caceiaiio eoU*^j^ pollu^e 03L apgpli pvf 
tìfli, Q sQ^ituiiultipli di AQ]^ a poi pcrtaiido sa essa r^gs^ iFett(^ 
multipli o summoltipli di OA secondo la stessa ragion^. 

La sottopprmale^ ON, cl^e ìi\ gen^rale.yale t- , nel nostro <;aso si 

ridiMf^ ^d 1^. ed è costante. Dapq;ae ^ella spiFa;le d'4^oliime4^ 
la sottonormale ha uaa li^Agh^izza costante- 




Questa proprietà permette di costrurre cqn grande &cilità la 
normale, e quindi la t^gei^te alla ci^nra. 

]4yepe deUa sottonormale si pu^ calco- 
lare la sottot^g^ente polare, che vale 

r* -^ , ossìa, nel nostro eM)y OT=rfla^* 

Se si descrive con centro O e con raggio 
OP Faroo di cerchio PM compreso fra il 
pipite P e Tasse OX, sarà appunto Faroo 
PM eguale ad. aa* ; quindi la sottotangente 
or è eguale in lunghezza all'arco di cerchio 
di raggio OP, e di ampiezza rangole POX. 

La tangente trigometrica dell'angolo 9 = OPT vale -^ = a, e 

quindi col crescere indefinitamente di a anche cresce, ed ha per 
limite un retto. 
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±S. Spirale looarituiga. -^ Gfatemasi con questo nome la oorw 
la Olii eqoaziooe ò rszCe^, avo G ed a sono éuB costayntl, ed é è 
la base dei logaritmi natm^fi. 

Se d(=0, ai dednce r =G, ossìa la spirate logaritraiea 6 in questo 
easo un eercliio. 

Se a non è nullo, Tuiiando G si hanno intlfiite epiralt, che p«v6 
non sono che posizioni distinte 4f una stessa emrva. IhveFO^ «e «i 
prende pep nux^o asse pcdape uma retta passante per Io stesso polo, 
ma che faccia l'angolo w eoUfantioo asse poliate, di un punto qua- 
lunque del puEDo non si altera il raggio TUttcve, mentt^ediè, chia- 
mando cu' il nuovo argomento, si avrà a' 3= a — u^ Quindi raquazioioe 
della curva diventa r = Ce^f^'-^^) = Ce^ e^\ che ha la stessa 
forma della primitiva, salvochè invece della costante G trovasi G^^, 
e prendendo convenientemente u) si può fare in modo che essa assuma 
il valore che più ci piace. 

Quindi, senza ledere la generalità della curva, si può supporre 
G zr 1, e la sua equazione ridotta alla forma r = e^ . 

Una proprietà notevole di questa 
curva è la seguente. Se OA, OB e OC, 
OD sono due coppie di raggi vettori 
che vanno ai punti ABGD della curva, 
ed esse sono egualmente inclinate fra 
loro, ossia se l'angolo AOB è eguale 
all'angolo OOD, allora i triangoli OAB ~^ 

ed OGD sono simili. Invero, detti a, p, f, ò gli argomenti di questi 
raggi vettori, sarà in valor assoluto 

e siccome p — a = 6 — t> perchè le coppie di raggi vettori sono 
^ualm^te inclinate Ita toro, si J^* qa ^ §c ' ® ?^^^ * triangoli 
OAB e OGD, che hanno gli angoli in eguali e i lati che li com- 
prendono proporzionali^ sono simili. 

Perciò, se della spulale si conoscono i4 polo e due punti A e B, 
se si costruiscono i triangoli OBG, OGD, .... simili ad OAB, si hanno 
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infiniti punti G, D,.... della spirale, che vanno in un senso; e se si 
costruiscono i triangoli OEA, 0F£, .... pure simili ad OAB, si 
hanno altri punti E, F, .... che procedono in senso opposto. Inoltre, 
se OA e OB sono due raggi vettori, se si segna la bissetrice del loro 
angolo, ed OH è il ra^io vettore che corrisponde a questa bisse- 
trice, dovranno i triangoli OAH ed OHB essere simili e quindi OH 
è media proporzionale fra OA ed OB^ e si sa costrurre colla riga 
e col compasso. In tal modo si possono determinare sulla curva 
infiniti altri punti, tanto prossimi quanto si vuole. 
Continuando a chiamare rangole £atto dalla tangente alla curva 

col raggio vettore, si ha, nel nostro caso, tangQ = — , ossia è costante, 

ed anche 9 risulta costante. Quindi la spirale logaritmica 
taglia sotto angolo costante tutti i raggi vettori. 



, . - dri dr 

vando si ìidi-~ = -r 

da da 



19. Concoidi. — Sia nel piano una linea l. Da un punto del 
piano si conduca la retta OM ad un punto qualunque M della linea 
l, e si porti sulla direzione OM un segmento MP di lunghezza 
costante. Variando M sulla linea /, il punto P descriverà una linea, 
che dicesi concoide di l, rispetto al polo 0. 

Riferita la linea l a coordinate polari, di cui è il polo, sia 
r = f(a) la sua equazione. Detto r^ il raggio vettore corrispondente 
al punto P, e A la lunghezza costante MP, sarà r^ = r + /i. Deri- 

df df 

Ma -r e -~ sono le sunnormali della linea 

da da 

l, e deUa sua concoide,' quindi la concoide 
d'una linea ha la stessa sottonor- 
male polare della linea data. 

Questa proprietà permette di trovare im- 
mediatamente la tangente alla concoide 
conoscendo la tangente alla curva primi- 
tiva, e dà luogo alla seguente costruzione ; 

Si segni la ON i OMP, fino ad incon- 
trare la normale in M alla l nel punto N. 
La retta NP è la normale cercata. 




— es- 
se la linea l è una retta, la concoide assume il nome di concoide 
(U Nicomede. Se si prende per asse polare la perpendicolare OA 

abbassata da O sulla /, Fequazione della retta è r = -^ , e quella 

della concoide 

r = \-h. 

cosa ' 

Si vede che la curva è simmetrica rispetto alla retta OA. Se M è 
un punto di /, e P il corrispondente della concoide, segnato MNl^, 
e ON i OM, la NP è la normale alla concoide in P. 

Altro caso importante di concoidi 
è quello in cui la linea ^ è un cerchio, 
ed il punto O sta sulla circonferenza. 
Essa dicesi lumaca di Pascal, Questa 
curva ha forme diflTerenti, secondochè 
il segmento h è maggiore, o eguale 
o minore del diametro del cerchio. 
Se 7^ è eguale al diametro del cer- 
chio, la curva dicesi anche cardioide. 
Presa per asse polare la retta OC 
che va al centro G del cerchio, detto a il raggio del cerchio, sarà 
OM = 2aco6a, e quindi Tequazione della concoide è 

r = 2acosa + h. 

La normale alla curva in P si ottiene segnando il diametro MGN; 
sarà ON la sottonormale, ed NP la normale cercata. 

20. Cissoidi, ecc. — Siano nel piano due linee l^ ed l^. Da un 
punto si conduca la retta OP^P^ ad incontrare le due linee l^ 
ed l^ in P^ e Pg ; e si segni sulla retta OP^P, un punto P tale che 
OP = OP4 + OP,. Variando la direzione della retta OP, il punto P 
descriverà una linea /. Si vuol trovare la tangente alla / in P co- 
noscendo le tangenti in P^ e P, alle /^ ed l^. 

Detti r^y r„ r ì raggi vettori corrispondenti a P^ P, e P, sarà 




f'ii^r^'+r^y e q[umdi j-±=^*^Hh^; ossia la sottonormale della l 

in P è la somma o differenza delle sottonormali di /^ e l^ in P^ e 
P,. Da ciò una costruzione semplicissima della normale alla ctoryà. 

Sia p. e. la linea ^^ una rette AP^ 
la ^g un cerchio G tangente alla retta 
« in A, e il punto sia l'altro estremo 
del diametro passante per A. Freso 
C* =z OP^ — 0Pj = Pjjp4, si avrà 
come luogo dei punti P una curva^ 
deftta cissoide di Dtocle. Essa è sim- 
metrica rispetto ana retta OA. Posto 




^ OA =: a, si deduce OP^ = 



eoea 



OP^ 



oooGo, e q[uindi TeqnaiioDe àtìàsk 



cissoide è 



a 



8en*a 



r= acosa = a 

cosa eosa 



La costruzione della normale alla curva in P si otterrà nel se* 

guente modo: La retta P^G incontri in N, il cerchio ; segnata la retta 
indefinita 0N„ il segmento ON, sarà la sottonormale del cerchio. 

Da P4 si innalzi la P^N^ i AP^ che incontri ON, in N^ ; poi si segni 

ON = ON4 — ONjj = ON, + N,0 = Ppfi. La NP è la normale cercata- 
Le linee l ed l^ possono anche essere archi di una stessa curva. 

Cosi se da un punto contenuto nel piano d'un cerchio G si con- 
duce una trasversale OP^ 
Pi a questo cerchio, e si 
porta su questa trasver- 
sale il segmento OP = OP^ 
— OP, = p,p,, si avrà 
come \\x.ogo dei punti P 
una curva. Per condurre 
la normale a questa curva, 

si segni la 1 ki al raggio OPP,P„ che incontri il raggio del 
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cerchio passante per P^ in N^, e il raggio passante per P, in Nj. 
Si porti ON = ONj — ON, = N^N^. Sarà PN la normale cercata. 

Se si prende per asse polare la retta OC, e si chiamano r ed a 
le coordinate polari di P, a il raggio del cerchio G, e & la distanza 
OC, l'equazione della curva ottenuta nel modo testé indicato è 

r = 2 /«* -^ &*sen*a. 

lA cùnrk -hk fótùié diverte sécondochè O è esiemo od intemo 
di ìéétchio. Héì caso in òtd le tangenti condotte da O al cerchio 
s^Bib ^rt^hàli, dióé^ ìefàniscata. 

Più ^éilèralméllte, ite da un punto si condùce una retta ad 
iiii(iòntrsfré in P^ ^, ... P» n linee date, e si porta su essa un seg- 

OP = m^OP^ + mfiP^ + + mn OPn , 

Ofé ifìf^ ftè^ .... fìtn sono numeri arhltrarii, détfé H^^ N, ... t?^ N le 
estremità dàlie sottoiiormali corrispondenti, sarà! 

ON = m^ ON4 + m, ONg -^... + 171^ ON^,. 

Sia ancora, come nella cissoide, G un cerchio, O un punto della 
Gìroonferenzà, OGÀ. un diametro, e AP^ la perpendicolare ad esso 
in A. Segnata la OP^P^ che incontra il cerchio in P^^ e la retta in 
Pj, sia F il loro punto medio, n luogo dei punti P' è una curva, 

detta visiera di Agnesi (fig. a pag. 86). 

OP + OP 
fili ha OF c= • ^T — ^ ; quindi Tequazione di questa curva è 



r= •s-i— — + acosa I , 
2\co8a ' /' 



e la sua normale in F si ottiene segnando il diametro P^GN^ ; poi 
ON,; in seguito P^N^ || DA, che incontri ON^ in N^; detto N' il punto 
medio di N^ ed N^, sarà N'F la normale cercata. 
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§ 5. Proiezioni e inversione. 



21. Proiezioni. -^ Se si proiettano i punti d*una figura sopra 
un piano ir, o con raggi paralleli ad una data direzione, ovvero con 
raggi che partono da un centro di proiezione 0, si otterrà nel piano 
n una figura, che dicesi proiezione parallela o centrale della prima. 

Ogni punto P dello spazio ha per proiezione un punto determi- 
nato ed accessibile, eccettuati i casi in cui P coincide col centro 
di proiezione, ovvero in cui il raggio OP risulta parallelo al piano 
di proiezione. Ogni retta ha per proiezione una retta, salvochè o 
la retta sia essa stessa un raggio di proiezione, ovvero il piano che 
la proietta risulti parallelo al piano ti. Noi escluderemo, in ciò che 
segue, questi casi eccezionali, ed allora risulta dai teoremi del 
Gap. I, 6, che : 

Se il punto P ha per limite P©, la proiezione di P ha 
per limite la proiezione di P^. 

Se la retta r ha per limite r^, la proiezione di r ha per 
limite la proiezione di r^. 

Teorema. — La proiezione della tangente ad una curva 
in un suo punto è la tangente alla proiezione della 
curva nel punto corrispondente. 

In&tti, se P e P' sono due punti della curva G che si proietta, e 
M ed M' sono le loro proiezioni, la retta MM' è la proiezione di PP'. 
Si fàccia tendere P' verso P; la PP' ha per limite la tangente alla 
curva descritta da P, e la sua proiezione MM' ha per limite la pro- 
iezione di questa tangente; dunque la retta MM' che unisce i punti 
M ed M' della proiezione della curva data tende verso un limite 
ossia questa curva proiezione ha tangente, e questa tangente è la 
proiezione della tangente alla curva considerata. 
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Siccome le coniche si possono considerare come proiezioni d'un 
cerchio, dalla proposizione precedente si deduce la costruzione 
della tangente alle coniche. - « 

• « 

28. Inversione. -* Sia O un pimto fisso nel piano, e Ar un nu- 
mero dato. Ad ogni punto P del piano si faccia corrispondere il 
punto Q della retta OP, tale che 

OPXOQ = ft«. 

n punto Q, che è determinato, ove sia dato P, salvochò P coin- 
cida in 0, dicesi, l'inverso di P; se P descrive una linea, Q descri- 
yerà una linea che dicesi Vinversa di quella descritta da P. Il 
punto vien detto centro d'inversione. 

Se PQ e P'Q' sono due coppie di punti corrispondenti, sarà 
OP X OQ = OP' X OQ', e quindi i punti P, Q, P', (^ stanno su d'uno 
stesso cerchio. 

Teorema. — La normale alla linea descritta da P, la 
normale alla linea descritta dal suo inverso Q, e la 
perpendicolare nel punto medio di PQ passano per uno 
stesso punto. 

Infetti, siano P e P' due posizioni di P, e Q e Q' i loro punti 
inversi. Poiché PFQQ' stanno 
su d'uno stesso cerchio, la per- 
pendicolare nel punto medio di 
PF, la perpendicolare nel punto 
medio di PQ, e la perpendico- 
lare nel punto medio di QQ' passano per uno stesso punto G, che è 
il centro del cerchio. 

Si passi al limite. La prima perpendicolare ha per limite la nor- 
male alla linea descritta da P; la seconda perpendicolare non varia; 
il loro punto d'intersezione G ha per limite il punto d'intersezione 
della normale alla curva data colla perpendicolare nel punto medio 
di PQ, il quale punto chiameremo ancora G; quindi la terza perpen- 
dicolare ha per limite la retta GQ; ma il limite di questa terza per- 
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pMdicxddre, oBsia éefla pM*peBdicolare nel {mnto medio di QQ', è la 
mimale alla currà deserilta da Q (N. 5) : dunque alÈLGhe qùibBàat 
curva ha normale e le normali alle lìnee descritte da P e Q paa- 
sano per un punto G delia perpendicolare nel punto medio di PQ. 
Dal triangolo is^cele GPQ A ricava che le hormafi aHe due curve 
invéfistè iànno àngoU eguali è di Benso opposMid col raggio OPQ; 
quindi anche le tangenti alle due curte fi^ punti P e Q ftntìo 
con OPQ angoli eguali, e di senso opposto, e si incontrano in un 
punto della perpendicolare nel punto medio di PQ. 



Esereiidi. 

!k3. i. Costnxite la tangente aUa tvarvB. (sinusoide) di equazioiie: 



ovvero, più generalmente 



yt=teen — . 

' a 



Tutti i ponti d*mterse2ion6 di questa curva còiradse delle x sono' eentri, é 
punti di flesso; é le perpendi<^òlaii all'asse delle x nei loro posti di àièi^ àm^ 
assi di simmetria. 

2. Cfostmrre la curva di eqùazioitò 



= f(.:+e-^) 



e determinare la tangente in un suo punto qualunque. Questa ourva dieen 
catenaria. 

3. Gostrunre la eurva (spirale iperbeiioa) la cui equasione in coordinate 
polari è 

^^ a 
a 

Dimostrare che la sua sottotangente polare è costante. Essa lia un assintoto 
paraUelo alleasse polare, aUa distanza a da esso. 

4. Se si hanno due curve riferite a coordinate cartesiane 

y^f(x) e y = ^(ay). 
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e fli detennina una tana eorva^ la cui ordinata sta media fra le ordinate déUe 
da» enrve precedenti 

y - g , 

le tangenti nei ponti corrispondenti alle due corvè date e la VangettAe alla tijrza 
cor?a concorrono in un punto. 

Ilo Bleeso avviene se Tordinata della tetza curva è funzione lineare delle 
ordinate delle curve date, della forma 

ove m ed n sono numeri costanti. 

5. Bkh, nel piano, O un punto énab^ e OP il segmento risultante d*un seg- 
milito ooètaofe in ivftigkeKsa, ma variabile in direzione, e ifun segmento di 
cft^fiòne costante^ e là coi lungliezza sia pròpor2i<^ìale all'angolo èfae A primo 
segmento fa con una retta fissa. Trovare la derivata del segmento OP, e qn&^i 
la ftmgetite alla ctìrva descritta da P (ciclòide). 

6. Nel piano sia ancora un punto fisso, ed OP il segmento risultante di 
due segmenti a e b, di lunghezza costante, e che fanno con una retta fissa del 
piano angoli funzioni lineari d'una stessa variabile t Trovare la derivata di 
OP, e quindi la tangente alla curva descritta da P (epicicloide), 

7. Sia G una eurva Avente in ogm ponto P uHa tangeiite t; mpp6>ftetìiù 
inoltre ohe il punto d'intersetione della tangente t oòn una tangente eondeé^- 
tiVà f abbia per limite il punto di contatee P. 

Il luogo dei punti M piedi delle perpendieokai OM abbaésMe da xìA poirto 
fisso eaile tangenti alla ettrva G dicesi podatia della G; è il polo d^a 
podaria. 

Téouxiica. — La normale alla podaria nel punto MpassA pel punto 
di me^zo della retta OP. 

Invero, ae t e f sono due tangenti 
alla curva G, ed M ed M' i piedi dalle per- 
pendicolari abbassate da su esse, detto 
T il punto d'intersezione delle tangenti 
t e t\ gli angoli OMT ed OMT sono 
retti, e quindi i punti M ed M' tro- 
vansi sulla circonferenza di diametro 
OT , e la perpendicolare nel punto 
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medio di MM' passa pel centro del cerchio, cioè pel punto medio di OT. Si 
passi al limite, facendo tendere ^ a ^. Il punto T d'intersezione delle tangenti 
ha per limite il punto P di contatto della t colla curva; il punto medio di OT 
ha per limite il punto medio di OP, e la perpendicolare nel punto di mezzo 
di MM', la quale passa pel punto medio di OT, ha per limite la retta che va 
da M al punto medio di OP. Ma il limite della perpendicolare nel punto di mezzo 
di MM' è la normale alla curva descritta da M ; dunque la normale alla podana 
in M passa pel punto di mezzo di OP. 

8. La podaria d'un cerchio di centro G, di raggio r, e di polo è una 
lumaca di Pascal, ossia la concoide del cerchio di diametro OC, di polo 0, e 
in cui il segmento costante è r (N. 19). 

9. Se im angolo BAG di grandezza costante si muove in guisa che i suoi 
lati AB ed AG tocchino due curve fisse in due punti (variabili) B e G, la nor- 
male alla linea descritta da A passa pel centro del cerchio circoscritto al 
triangolo ABG. 

Si suppone naturalmente la possibilità, e la continuità di questo movimento. 
Si suppone inoltre che per le due curve date il punto d'intersezione di due 
tangenti consecutive abbia per limite il punto di contatto. 

Per dimostrare il teorema, sia B' A' G' una nuova posizione della terna di punti 
BAG, e siano B| e G| i punti d'intersezione di AB con A'B', e di AG con A'G'. 
Poiché gli angoli B^AG^ e B^A'G^ sono eguali, i punti AA'B^G^ stanno su d'una 
circonferenza, e quindi la normale nel punto medio di AA' passa pel centro di 
questa circonferenza. Si passi al limite. I punti B^ e G^ hanno per limiti B e 
G, il centro del cerchio passante per ABfi^A\ ossia il punto d'intersezione 
delle perpendicolari nei punti medii di AB^ e AGi ha per limite il punto d'in- 
tersezione delle perpendicolari nei punti medii di AB e AG, ossia ha per limite 
il centro del cerchio circoscritto al triangolo ABG; e il limite della perpendi- 
colare nel punto medio di AA^ che passava pel centro del primo cerchio, ossia 
la normale alla curva descritta da A, passerà pel centro del cerchio ABG. 

Discutere il caso in cui l'angolo in A è retto. 

10. Se ò il centro d'inversione, e P, Q, e P', Q' sono due coppie di punti 
corrispondenti nell'inversione, i triangoli OPQ e OQT' sono simili, od in senso 
opposto. 

Dimostrare che l'inversa d'una retta passante per è la retta stessa. 

La linea inversa d'una retta non passante per è un cerchio che passa per 
0; e rinversa d'un cerchio che passa per è una retta, che non passa per 
questo punto. 
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L^ìnversa d*un cerchio non passante per è un cerchio che gode della stessa 
proprietà. 

11. La linea inversa della spirale d'Archimede, il centro d'inversione es- 
sendo l'orìgine della spirale, è la spirale iperbolica. 

L'inversa della spirale logaritmica, con centro d'inversione nel polo, è una 
spirale logaritmica eguale alla prima. 

L'inversa della lumaca di Pascal, il centro d'inversione essendo il polo, è 
una conica, ed il centro di inversione ne è un fuoco. Nel caso speciale della 
cardioide, l'inversa è una parabola. 

L'inversa d'una conica, il centro di inversione essendo un punto qualunque 
del piano, è la podaria d'una seconda conica, il polo essendo lo stesso punto 
0. La podaria dell'iperbole equilatera, come pure la sua inversa, il centro d'in- 
versione essendo il centro della curva, è la lemniscata. 

12. La curva di equazione y = /"(a;), e la curva di equazione Y= ^A -^ y\ 
qualunque sia la costante A, hanno, nei punti corrispondenti ad una stessa 
ascissa, le sottonormali eguali in valor assoluto; queste hanno lo stesso senso,, 
se sotto il radicale c'è il segno 4** ^ senso contrario, se il segno — . Se si fa 

ys=i — 0?, e quindi la prima linea data è una retta passante per l'origine. 



si ncava 



T«+^ <»« = >!, 



a" 



come equazione della seconda linea. Quindi la curva ottenuta è una conica 
avente per centro l'orìgine, ed è un'iperbole od una ellisse, secondochè si prende 
sotto il radicale il segno -|~ o *~~ • 

13. Le curve y=zf{x)^ e Y=^^y-^ hanno, nei punti di identica ascissa, 
le sottotangenti eguali e di segno contrario. 



cjiPiTou) m. 



Ourve n.ello spazio e sutperflcie. 



§ 1. Tan^nte e piano oscillatore. 



t. Già si è ^Kùta 1^ tai^Qte .ad mia curva^ anche quando quifi^ 
non è <id&teiittta in un piazK), e si è visto die se il p«nto P, éìm 
éescrive la curva, ha deriyata prima fi non nulia, la taoigeiìle alki 
ciiirva è 1^ recita avente la direzione della derivata prima; e a§ 
alcune delle derivate successive di P sono nulle, la tangente è la 
retta avente la direzione della prima ft*a le derivate non nulle. 

Ma per le curve sghembe si presentano ancora altri elementi. 

Dicesi piano osculatore ad una linea in un suo punto 
Fq il limite del piano ehB contiene la tangente alte 
curva in Po, e che passa per un altro punto P della linea 
ove il punto P tenda a P^. 

Si è pure detto che retta normale ad una curva in un punto è 
ogni retta passante per esso, e normale alla tangente. Queste rette 
formano un piano, detto piano normale. 

Si è pure dimostrato che il piano normale alla curva nel punto 
Po si può considerare come il limite del piano luogo dei punti equi- 
distanti da Po e da un altro punto P della curva, ove questo abbia 
per limite Po- 

Fra le normaU meritano menzione speciale quella contenuta nel 
piano osculatore, e che dicesi normale principale; e quella che è 
normale al piano osculatore, e che dicesi Mnormale. 
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fi^ fi piapo osculatore 4*viia euirya è detenmnafto^ ove si eenoscaAO 
le depitate del paqto P, eome iqoBtraiLO la pi^poeiaoBi che aegac^ìje. 



Teorema I. — Se il punto P ha per i=tQ derivate prima e 
Mcoada asP^U e v^P^Y, n^ nulle uè eoineidenti in di- 
rezione, il piano PqUV è il piano oscuiat(H*e all^ ou^na. 

Invero si ha dalla formula di Taylor 

ove € è un segmento che col tendere di ?i a zero ha per Jimite 
zero. Questa equijpuoltenza dice che i segmenti P^P, a e v -\-l, sono 

contempliti in uno i^tesso piano^ ove per origine di questi si prenda 

SQpi^^ il punto P^; e quindi il piano che contiene la derivata a, 

os^ la tan^nte, e il punto P contiene pure il segmejito v -f- i^ 

Faqdasf tepderq h a zero. Il segmento v -\-1 ha per lin^te v, ed 

il suo estremo il punto V estremo di v ; quindi il piano che passa 

per la tangente e per P ha per limite il piallo PqUV, c. v. d- 

Teorema n. — Se il punto P ha per ^=*^, derivate prima e 
seconda continue, né nulle né coincidenti in direzione, 
il piano osculatore è anche il limite del piano che passa 
per tre punti della curva, ove questi si avvicinino in- 
definitamente a P^. 

Infatti, dati a t tre valori ^^ t^ t^, e detti P^ P^ P3 i punti corri- 
spondenti della linea, facciasi 



- P|Pi 



_ P|P 



^o QR 



I punti Q ed S trovansi nel piaso P^ P^ P,. 
Presa una origine fissa O e posto OP s ^{tf^ si avrà: 

PiQ = a(<, U\ P,R = a(^, t^), e P,S = 2a(f, t^ Q. 
Facciansi ora tendere f^ t^ t^ a t^. U punto P^ ha per limite Po ; 
inpltre poi<?hè lim a(^^ t^) = a'(^), e lim a(^i t^ t^) = ^ a"(0,si deduce 
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lim P^Q = PoU, lim P^S = P^V, e quindi il piano PiP^Ps che passa 
pei punti P^QS aventi per limiti Pq U e V ha per limite il piano 
P^UV, e. V. d. 

Ovvero: 

Sia u) un'area contenuta nel piano PiP2P8 (P- e. l'area del tri- 
angolo P^PjPg), e si consideri il volume 

V(0 = PiP.u) , 

ove P è un punto della curva. Questo volume è funzione di ^, ed 
ha derivate prima e seconda 

Y(t) zz U.UJ , e V"(0 = v-ui. 

Ora il volume V(^) si annulla pei valori ^^ t^ t^ di t, perchè per 
questi valori di ^ il punto P coincide rispettivamente con P^P^P^ 
e giace nel piano w. Quindi, se ^^ < ^^ < t^ pel teorema di Rolle, 
la derivata di Y(t) si annullerà per un valore di t medio fina ^^ e 
tjp e per un secondo valore medio trei t^^ e t^;^ma, se Y{t)=:u.{)j 
è nullo, sarà u parallelo al piano uj; perciò il piano PiPjP, è 
parallelo alle derivate di due punti dell'arco PiP^Ps, e quindi 
anche alle tangenti alla curva in questi punti. Inoltre, poiché Y^O 
si annulla per due valori di t, la sua derivata V"(0 si annullerà 
per un valore intermedio, ossia il piano ui è parallelo alla derivata 
seconda d'un punto dell'arco considerato. 

Si passi al limite. I punti PiP^Ps, e tutti i punti di quest'arco 
hanno per limite il punto Po; le derivate prime e seconde di questi 
punti hanno per limiti le derivate prima e seconda di P^; e il piano 
PiPjPs» parallelo a due derivate prime, e (ad una derivata seconda 
ha per limite il piano passante per P^, e che contiene le direzioni 
delle due derivate prima e seconda. 

Si vede da questa dimostrazione che, sotto le condizioni enunciate, 
il piano [osculatore è ancora il limite del piano passante per P^ , 
e parallelo alle tangenti alla curva in due punti che si avvicinano 
a Po. 

Teorema III. — Se delle derivate successive del punto 
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P per <=:^, alcune 9ono nulle, e la prima non nulla è 
quella d'ordine p, Up; e se alcune derivate susseguenti 
all'ordine p sono nulle, ovvero la loro direzione coin- 
cìde colla direzione di Up, e la prima di queste, né nulla, 
né coincidente in direzione con u^^è la %, il piano oscu- 
latore alla curva in P^ è il piano che contiene le dire- 
zioni delle derivate d'ordine i? e d'ordine q. 

Infatti, se le derivate d'ordine 1, 2, ...p-^i sono nulle, e se le 
derivate d'ordine l? + 1, ... ^ — 1, sono o nulle o parallele ad %, 
mentrechè tale non è la %, dalla formula di Taylor si ha 



ove i è un segmento che ha per limite zero. Osservando che, per 
le ipotesi fatte, Up 4. i, . . . % « i sono eguali ad xkp moltiplicati per 
numeri, si deduce 

P^ = ?nup + n(Ug + è) 

ove m ed n .sono numeri. Quindi il segmento % -|- e è contenuto 
nel piano che passa per P^, per la tangente F^Vp alla«curva, e pel 
punto P. Sia PoQ = Uj + €, e P^, = %. Sarà limP^ = P^, ed il 
punto Q ha per limite U^, e il piano PoUpP ossia PoUpQ ha per 
limite il piano PqUpUj, c. v. d. 

Si osservi però che, se alcune delle derivate successive del punto 
P sono nulle, non è più vero in generale che il piano osculatore 
sia ancora il limite del piano passante per tre punti della curva. 

3. Sia lo spazio diviso in due parti da una superficie. Diremo che 
la linea AB tocca la superficie nel loro punto comune P se un 
arco AB della linea, contenente nel suo interno il punto P, giace 
tutto da una stessa parte della linea. 

Diremo invece che la linea AB tofflia la superficie in P, se due 
archi PA e PB aventi l'estremo comune P giacciono l'uno da una 
parte e l'altro dall'altra della superficie. 
; In modo anal(^ a quanto si è fatto per le curve piane, si può 

PsAHO, 6&om. injm. 7 
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studiare il modo di comportarsi d'una curva rispetto ai piani che 
passano per un suo punto. 

Teorema. Se il punto P è funzione di t avente derivata 
prima u non nulla per ^ = ^o> ^^i linea luogo dei punti P 
taglia tutti i piani passanti per P^, e non per la tangente. 
Se inoltre P ha derivata seconda v non nulla, né coinci- 
dente colla derivata prima» la linea tocca tutti i piani 
passanti per la tangente, e distinti dal piano osculatore. 
Se infine P ha derivata terza wnon nulla, né giacente 
nel piano osculatore, la linea taglia il piano osculatore. 

Invero, sia PqAB un piano passante per P^. Si consideri il volume 
V(f) = PoP.PoA.PoB, il quale è funzione di ( che si annulla per 
^=^0- La sua derivata prima è V'(<)=n.PoA»Po^J e se il piano 
PoAB non contiene la tangente, sarà V'(^) diverso da zero; e quindi 
Y(t) crescente decrescente; e, siccome si annulla per t=tQ, esso 
passa dal negativo al positivo, o viceversa, ossia il punto P passa 
da una parte all'altra del piano. 

Se invece il piano contiene u, sarà V'(^) = u-PoAP^B = 0, e 
V"(^) = V.P0A.P0B; e se il piano non contiene v, ossia è diverso dal 
piano osculatore, sarà V"(^) diverso da zero; quindi Y{t) avrà il 
segno di Y"(t), ed il segmento PqP è rivolto verso la stessa regione 
dello spazio verso cui è rivolto v. 

Se infine il piano coincide col piano osculatore, sarà V"(0 = ^> 
e V'"(0 = W.P0A.P0B; quindi, se la derivata terza di P, cioè w, non 
giace nel piano osculatore, sarà Y'"(0 diverso da zero; quindi V(^) 
assumerà, nelle vicinanze di ^ = t^, valori di segno contrario, e il 
punto P passa da una parte all'altra del piano. 

Teorema. Se delle successive derivate u^u^.... del punto 
P per ^=<o la prima non nulla è U|», e delle susseguenti 
la prima né nulla né coincidente in direzione con U|^é% 
e delle susseguenti la prima né nulla né giacente nel 
piano UpUg é Ur, allora: 

Ogni piano passante per Po e non contenente la tan- 
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gente è secato dalla linea se p è disparì, è toccato se p 
è pari. 

Ogni piano passante perla tangente, e diverso dal 
piano osculatore, è secato dalla linea se ^ è dispari, è 
toccato se g è pari. 

Il piano osculatore infine è secato dalia linea se r è 
dispari, è toccato se r è pari. 

Invero, sia PqAB un piano passante per P^. Si consideri il volume 

V(«)=PoP.PoA.P,B; 
la derivata n"" di V(Q è 

V(-)«)=:u«.PoA.PoB. 

Per ^=/o si annullano, per le ipotesi fatte, V(Q e le successive 
derivate 1*, ..., p — 1*, e la derivata d'ordine p è y^p)(t) = xxp, P^A. 
PqB, la quale non è nulla se il piano PqAB non contiene la tangente, 
cioè il segmento %; e quindi N(t) per t^nt^ cambia di segno se 
p è impari, ed in questo caso il punto P passa da una parte al- 
l'altra del piano, e la linea seca il piano. Se invece p è pari, V(if) 
conserva un segno costante nelle vidlnanze di < = ifo» ® ^1 punto P 
si trova nelle vicinanze di P^, sempre da una stessa parte del piano ; 
ossia la linea tocca il piano. 

Se il piano PqAB contiene la tangente, sarà ^^p)[t) =: Up.P^A. 
P^B = 0, e saranno pure nulle alcune successive derivate, fino a 
quella d'ordine g, che sarà V(«) (f) = Uj.PqA.PoB, e questa non sarà 
nulla se il piano PqAB non contiene %, ossia è distinto dal piano 
osculatore. Se ora q è dispari, Y{t) per ^ = ^o cambia segno, e la 
curva seca il piano PqAB; se invece q è pari, V(^) conserva nelle 
vicinanze di ^ = ^o ^^ segno costante, e la linea tocca il piano. 

Se infine il piano PoAB coincide col piano osculatore, saranno 
nulle le successive derivate di Y{t) fino a quella d'ordine r, ¥(*■) (t) 
= Ur.PoA.PoB, la quale non è più nulla, perché Ur non è nullo, 
né giace nel piano osculatore. Quindi, se r è dispari, la curva seca 
il piano osculatore, e se r è pari, la curva lo tocca. 
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4. Un punto d*una curva dicesi ordinario^ se la curva taglia 
tutti i piani passanti per esso e non contenenti la tangente, tocca 
tutti i piani passanti per la tangente, e distinti dal piano oscula- 
tore, e taglia il piano osculatore. Questo avviene se il punto P 
ha derivate prima, seconda e terza non nulle, né giacenti in 
uno stesso piano; avviene pure se, conservando le notazioni del- 
Tultimo teorema, si ha p dispari, q pari e r dispari. Ogni punto 
non ordinario è detto singolare. Cosi se in un punto la curva 
tocca ogni piano non passante per la tangente (il che avviene 
quando p è pari), questo punto è detto punto stazionario o di 
regresso; se la curva taglia ogni piano passante per la tangente,, 
e distinto dal piano osculatore (il che avviene se g è dispari^ a 
questa tangente si dà il nome di tangente stazionaria o di flesso; 
e se la curva tocca il piano osculatore (il che avviene quando 
r è pari), questo vien detto piano osculatore stazionario. In 
uno stesso punto possono presentarsi anche due, o tutte e tre 
le singolarità accennate; e combinando insieme tutti i casi di pa- 
rità non dei tre numeri p^ q, r, si hanno otto casi, uno dei quali 
corrisponde al punto ordinario, e gli altri sette a punti singolari 
variamente conformati. Oltre a queste singolarità della curva prò- 
veniente da elementi (punti, tangenti, piani osculatori) stazionarii, 
la curva ne può presentare altre, ove il punto che la descrive passi 
più volte per una stessa posizione, ovvero manchi di derivata. 

• 

n volume formato colle tre prime derivate del punto P, cioè 
n.v.w ha un'importanza nello studio della curva; se esso non è 
nullo, le tre derivate del punto P non stanno in un piano, e P è 
un punto ordinario della curva che esso descrive. Anche questo 
volume si può considerare come un limite. 

Se P ha derivate 1%2% 3% u, v, w continue, se P^P^PjP^ 
sono quattro punti della curva corrispondenti ai va- 
lori t^ t^ ^3 1^4 di ^, si ha: 

,. volPiPjPaP* i_ 

(fi - ^i) (^3 - ^l) (^4 - td (/3 - ^2) if, - tu (t, - ifg) — 72 ^•^•^' 



- 
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Infatti, si ha 

<i) PiPePaP* = I PiPt^P|Ps.PiP4 



Ora, ricorrendo alle funzioni interpolari, si hanno le formule 
a(Q ^ a(^) + (/3 - 1,) B{t,t,) + (^3 - 1,) (t, - Q ^(t,t,t,) , 



P,P,P3p, ^ 4 (t, - 1,) (^3 - 1,) (^3 - ^) (^4 - ^) (^ - ^) (^ - fa) 



lima(V,V4) = -6-a'"(0=-g 



Si deduce da questo teorema che se u.t.w non è nullo, dovrà 



--• V •■'. ■■'"il 



I . .. 



« •! 



• •• 



'k 



Presa un'origine fissa 0, e fatto OP = a(0» sarà 

0P, = a(O, OP, = a(g, 0P3^a(^), 0P, = a(O, J, 

« quindi 



'■■vt 

>> > < 



i • J' 



P.P,P,P, = i- [a(^) - a(f ,)] . ra(<,) - a(<,)] . [a{<,) - a(^)J . 

r 



V. 



a(g 3 a(<,) + («, - 1,) a(t,t,) + (t, - /,) «, - 1,) a(<,<,<,) + •'ti, 

. +«4--<i)(*«-'t)(<4-^.)a(«i<«'.'.); v-^i 

quindi sostituendo i'S^ 



•• 
>• A 






Passando ora al limite, dopo aver diviso pel prodotto delle difié- ' '^1 

renze delle t, ed osservando che 



'■•:;». 



lim a(^g ^ B,V) su, lim ti(t,t,t,) - 4 «^"(*) = 4" ^ ' - '^^ 

1 1 w.^ 



-fé 



sì ha la formula che volevasi dimostrare. r^ 






anche essere il volume PiP,P3P4, per posizioni sufficientemente pros- . \ri 



; -^A 



sime di questi punti, diverso da zero, ossia nelle vicinanze del punto ' '|! 

considerato si può determinare un arco della curva in modo che 
ogni piano non l'incontri in più di ire punti. 






; ■ ■ * 

s 



■^ ' 



fl 



— 102 — 



§ 2. Formule. 



6. Siano le coordinate wy z d'un punto P nello spazio funzioni 
d'una variabile t Sarà la posizione del punto P funzione di questa 
variabile; e detti i, j, k i tre segmenti di riferimento, si avrà 



OP = a7i + !/j + ;2rk, 



onde derivando, 



dx , . dy , , dz . 



Quindi, se u non è nullo, ossia se -^ , -^ , ~ non sono nulle ad 

un tempo, la retta parallela ad n è la tangente alla curva. 

Se M è un punto di questa tangente, e XYZ sono le sue coordinate» 
le coordinate del segmento PM sono X — a?, Y — y, Z — z; e se 
questo segmento è parallelo al segmento u, le loro coordinate sona 
proporzionali, ossia le equazioni: 

(1) dx dy dz 

IH 'dt "di 

sono soddisfatte dalle coordinate di tutti e soli i punti M della' 
tangente; e perciò queste sono le equazioni della tangente. 

n piano normale alla curva è il piano passante per P e normale 
al segmento a; quindi l'equazione 

PMX« = 0, 

che è soddisfatta da tutti i punti M del piano normale e solamente 
da essi, è l'equazione del piano normale, colla notazione dei seg- 
menti. 

Se XYZ sono le coordinate di M, e gli assi di riferimento sono 
ortogonali, l'equazione precedente diventa 



É 



(2) 
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(x-^)^+(y-v)^+(z-.)^=o, 



dt 



dt 



dt 



la quale è Tequazione del piano normale in coordinate cartesiane 
ortogonali. 
La derivata seconda del punto P è 

« ^ non *.*,«^ «^, ^, $ n«n »no.d«.«„po 

nulle, e se la sua direzione non coincide con quella di n, ossia 
non si ha 

d^x ^ dx dhf ^ dy d^z ^ dz 

IF' 3? ~" d^ ' Tt'^'dfl' ' di' 

il piano passante per P, e che contiene le direzioni di n e di ▼ è 
il piano osculatore. Se M è un punto di esso, la sua eq[uazione, 
colla notazione dei segmenti, è 

PM.U.V 5= , 

ossia^ dette X, Y, Z le coordinate di M e sviluppando: 



(3) 



X — 07 

dx 
'di 

d^x 
di' 



dy 
dì 

dhf 
dt' 



Z — z 

dz 
dt 

d'z 



= 0. 



n piano normale e il piano osculatore si incontrano secondo la 
normale principale. Quindi le equazioni (2) e (3) sono le equazioni 
della normale principale. 

La binormale è la perpendicolare in P al piano osculatore; quindi, 
se M è un punto di essa, ed X, Y, Z sono le sue coordinate, sarà 
PM perpendicolare ai segmenti n e v, e perciò le equazioni della 
binormale, colla notazione dei segmenti, sono: 



PMXn = e PMXv=0; 
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introducendo le ooordinate, esse diventano 



d€ 



dt 



(X-a?) 



dì 



Queste due equazioni si possono pure scrivere 



X— a? _ r— y 



z — 



dyd^x — dzd^ dzc^ — danPz dxd*y — dyd*x 

La derivata terza w del punto P è 

w-^i + ^j + ^k. 



dfi 



dfi 



dt^ 



e se essa non è contenuta nel piano a ▼, ossia se a.Y.w non è nullo, 
la curva taglia U piano osculatore, e P è un punto ordinario, In- 
troducendo le coordinate, si lia 



u.v.w = 



i.j.k 



dos dy di 

'dt dt 'di 

'W 1^ dt^ 

d^x rfV d^z 

"5F 1^ dfi 



Sono troppo fàcili a scriversi le equazioni della tangente, del 
piano osculatore, e delle altre rette e piani con essi collegati, e a 
discutersi le singolarità della curva ove sia nulla a, ovvero ▼ sia 
nulla, coincidente con u, ovvero w o nulla, o contenuta nel 
piano ov. 



6. La variabile indipendente t potrebbe coincidere con una delle 
coordinate^ p. ^. 4)oUa w. In q[uesto caso aaranno yez funzioni di x 

y=f{x)y ^ = 9(0?); 

e le formule precedenti sono applicabili a questo caso, ove A sostir 



tuisca invece di 



dx dy dz 
W 'dt ' df 



rispettivamente 1, -^ = f\x) , 
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-j-z=(p'te). Le equazioni (1) della tangente diventano, fatti sparire 
i denominatori: 

e l'equazione del piano osculatore 






Le y e ^ possono essere date quali funzioni implicite di x^ cioè 
l^ate ad essa da due equazioni 

ed in questo caso servono pure le formule precedenti, ove in esse 
si sostituiscano alle derivate di ^ e .? i loro valori ricavati colle 
regole note. 

I valori delle derivate prime sono dati dalle equazioni 

dx ^ éy dx~^ di dx * dx '~ dy dx da dx ' 

e se fra queste equazioni e le (!') si eliminano ^ ® -^ » si avranno 

te «equazioni della tangente, espresse mediante ^piantità note. 

II metodo più comodo di eseguire questa eliminazione è di rica- 
vare le derivate dalie (l')> e sostituirle nelle nuove equazioni. Mol- 
tiplicando per X-^o;, esse diventano 

f (X-«)+f (Y-rt+£(2-») = 0, 

Si osservi che ciascheduna di queste equazioni dipende solamente 
da una sola delle due equazioni date F = 0, e = 0. Derivando 
una seconda volta le equazioni date, si ottengono nuove equazioni 
che determinano le derivate seconde di y e 2r, e che sostituite nella 
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(3^) determinano il piano osculatore; ma il risultato cosi ottenuto 
ha poca importanza, a causa della sua complicazione. 

7. Elica. — Un esempio basterà ad illustrare le cose dette. 
Sia OA un segmento, il quale parte da una origine O fissa, è con- 
tenuto in un piano fisso wOy, ha una lunghezza costante r, e & con 
un asse Ox, fissato in questo piano, un angolo variabile a. Sia 06 
un altro segmento avente la direzione della normale Oz al piano 

yOXy e la cui lunghezza è proporzionale 
all^angolo a. Sia infine OP la loro somma 
geometrica 

(a) OP = OA + OB; 

(il punto P si ottiene o conducendojda A 
il segmento AP = OB, ovvero da B il 
segmento BP = OA). Variando a, il punto 
P descrive una curva, detta elica» La retta 
mobile indefinita AP genera un cilindro 
-^ circolare retto, avente per base il cerchio 
descritto da A, e sopra questo cilindro 
giace Telica. La retta indefinita BP si muove 
"^ pure, appoggiandosi sempre all'asse Oz e 
mantenendosi parallela al piano ocOy; essa genera una superficie 
detta elicoide retto, e anche questa superficie contiene l'elica. 

Se si fa 0=0, il segmento OA viene in OAo sull'asse deUe x, 
e OB si annulla; quindi A^ è un punto dell'elica. 

Se si fa a = 2TT, il segmento OA coincide di nuovo con OA^, 
mentre il segmento OB assume un certo valore, cui si dà il nome 
di passo deW elica. Noi indicheremo con h questo passo e con h il 
numero che lo misura* Attribuendo ad a un valore arbitrario, a 
causa della proporzionalità del segmento OB all'angolo corrispon- 
dente a, si deduce — = jr > ossia 




a 



OB^^h. 
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Si derivi requipollenza (a); detta a la derivata di P, e OA' e OB' 
le derivate dei segmenti OA e OB, si avrà 

(&) n = OA' + OB'. 

Ora OA' è un segmento contenuto nel piano ooy, eguale in lun- 

s- ; e'^OB' vale -0- 



n ^ 1 

ghezza ad OA, e tale che rangole AOA' = ^ ; e^OB' vale -0— h; 



1 
quindi, se si fa A'U = OB' = s- K sarà OU la derivata del segmento 

OP, ossia del punto P, e la sua direzione la direzione della tan- 
gente alFelica in P. Poichà OU è perpendicolare ad OA, sarà la 
tangente alla curva in P perpendicolare a BP. Inoltre^ detto 9 
rangole che la derivata OU fa col piano a^^/, ossia rangole che la 
tangente alla curva fa collo stesso piano, si ricava dal triangolo 
rettangolo OA'U: 

, . A'U' -gn^ h 

° OA' r 2trr 

quindi la tangente alFelica fk un angolo costante col piano xy, 
vale a dire essa taglia sotto rangole .^costante le generatrici del 
cilindro su cui è tracciata. 
Se la tangente alla curva in P incontra il piano (vy nel punto T, 

sarà AT tangente al cerchio base in A, e dal triangolo rettangolo 

AP 
TAP si ricava AT = ~ — r = ar, ossia AT è eguale all'arco di 

cerchio AA^. 

Si derivi una seconda volta l'equipollenza OP = OA + OB. Poiché 
la derivata seconda di OA è un segmento OA" eguale in lunghezza 
ad OA, ma rivolto in senso opposto OA" = — OA, e poiché la de- 
rivata seconda di OB è nulla, detta ▼ la derivata seconda di P, sarà 

(e) v= — OAsPB; 

e il piano osculatore alla curva, che contiene la tangente e la di- 
rezione di V, è adunque il piano che passa per PB, e per la tan- 
gente alla curva. La sua traccia col piano xy passa pel punto T, 
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ed è parallela a PB, poiché qfuesta retta è parallela al piano osy; 
dunque la traccia del piano osculatore col piano xg è la peo^ela 
condotta per T ad OA, cioè la normale ad AT. 

Se si riferisce la curva agli assi cartesiani ortogonali Ox, Oy, 0^, 
le coordinate del segmento OA smo (rcosa , rama , 0), e le coor- 
dinate dd segmento OB sono (0, 0, ^ h); quindi le eoordtinate del 
segmento OP, cioè del punto P, sono 

a?=:rcosa, ysrf^na, z^z-^h. 

Se fra la prima e la seconda equazione si elimina o, si ha Te- 
qnazione 

a?* + 1/* = r* 

del cilindro retto su cui è descritta Telica ; ovvero, interpretata nel 
piano ocy, si ha l'equazione della proiezione delFelica su questo 
piano. Eliminando a IDra la seconda e terza equazione, si ha 

air 
y = rsen-y z, 

che è Tequazìone d'una sinicsoide, proiezione deirelica sul piano 
yz. Se Ara le tre equazioni si eliminano r ed a, si ha 



J- = tang~^, 



che è l'equazione della superficie che contiene tutte le eliche aventi 
lo stesso passo h, lo stesso asse Oz, e la stessa origine A^. Questa 
superficie è evidentemente l'elicoide retto generato dalla retta in- 
definita BP. 

8. Coordinate polari. — Un punto P nello spazio può essere 
determinato mediante coordinate polari. 

Segnati tre assi ortogcmali Ox, Oy, Ot?, dato il punto P» sono 
determinati il numero r che misura la distanza OP, l'angolo diedro 
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(p «ohe il piano ^P tà col piano zw, e Tai^lo 6 che OP fa col 
piano ooy ; e viceversa, dati questi numeri, è determinato il punto P. 
Le quantità r, ip, sono le coordinate 
polari di P, e diconsi anche rispetti- 
vamente raggio vettore, longitudine e 
latitudine. 

La posizione del punto P è adunque 
ftinzione dei tre numeri r, 0, cp. Se si 
mantengono fisse 6 e qp, e si varia r, il 
punto P si muove sulla retta OP, e la 
derivata parziale di P rispetto ad r è un 
segmento, che diremo a, eguale in lun- 
ghezza all'unità di misura, e diretto se- 
condo OP. Mantenendo fissi r e <P, e va- 
riando 0, il punto P si muove su d*un cerchio contenuto nel piano fisso 
2rP e di centro 0; quindi la derivata parziale di P rispetto aO, che comcide 
colla derivata di OP, è un segmento b contenuto in questo stesso piano, 
eguale in lunghezza adOP, e che fa con questo un angolo retto. Infine, 
mantenendo fissi r e 9, e variando cp, il punto P descrive un cerchio 
contenuto in un piano normale ad Oz, avente il centro su questo asse, 
e il cui raggio è quindi la distanza PR di P da questo asse, la quale 
vale rcosG; quindi la derivata parziale di P rispetto a cp è un seg- 
mento e tangente a questo cerchio in P, ossia normale in P al piano 
^P, e misurato dal numero rcosO. 

Cosi conosciute le derivate parziali a, b, e di P rispetto ad r, 9, 
cp, se queste coordinate sono funzioni d'un numero t, sarà anche P 
funzione di t^ e la sua derivata è 




a = a 



'dt 



+ *> 



dQ 
'di 



+ ^ dt' 



Poiché i segmenti a, b, e formano un triedro trirettangolo, u è 
la diagonale d'un parallelepipedo retto, i cui spigoli sono misurati da 



dt 



r 



de 

dt 



rcos9 



'dT 
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quindi, detto u il numero che misura la lunghezza di a, si avrà 



u 



-V{^)'+'^m+'"^m- 



Se r è costante, la curva sta su d'una sfera di centro e di 
raggio r ; i numeri e <p sono le coordinate geografiche d'un punto 
della sfera ; in questo caso nella espressione di a manca il primo 

. dr 

termme a ■-;- . 

al 



9. Raccoglieremo qui alcuni risultati, già ottenuti, su limiti di segmenti, aree, 
volumi, distanze, ecc. collegati coi punti d'una curva, e da essi, con operazioni 
analitiche, dedurremo nuovi limiti che hanno una certa importanza nello studio 
deUe curve. 

Sia P un punto funzione di i^; indicheremo con P^ P2, —. le posizioni di 
questo punto corrispondenti ai valori t^ t^ ... di t; supporremo che P abbia 
derivate n, v, ... contìnue, e che segneremo con indici, ove corrispondano a 
valori di t pure segnati coirindice; riferiremo inoltre il punto ad assi cartesiani 
ortogonali, e diremo x y z le coordinate di P; indicheremo con accenti le 
loro derivate. 1 limiti che seguono sono ottenuti facendo tendere ti ^ ... verso 
uno stesso valore t. 

Si è visto che (Gap. 1, 16, e Gap. 1I,'3, teor. II) 



(1) 



lim ^1^8— «-^'^ 






Se indichiamo con u il numero che misura la grandezza di n, ossia, se poniamo 



(2) 



u=i^gra.= V'a^'' + y'* + j?'* , 



la formula (1), ove si considerino i valori assoluti di ambo i membri, diventa: 



(3) 



1ì„.?!LPA = 



h-h 



u. 



Si è visto che (Gap. II, 9) 



(4) 



lim 



P^PgPs ^ ±^^ 

(^2-^1) (^3-0 (^3-^2) ~ 4 ^'^ 





jk 


k.i 


• m 


1 

4 


a/ 


1/ 


/ 




w" 


y" 


J" 
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Per maggior semplicità nei calcoli, invece di un*area della forma 

(u = a j.k> p k.i + T ij» 

ove a P T ^^o nmneri, si può considerare il segmento 

a = ai + Pj+Tk, 

poiché, data Tarea è dato il segmento, e viceversa. Questo segmento, che rap- 
presenta Tarea è strettamente collegato coU'area stessa poiché la sua direzione 
è normale al piano dell'area ui, ed il numero che lo misura è eguale al numero 
che misura Farea (V. pag 28, Eserc. 5®). 
Invero, se h^an + iQ -|-;7kèun nuovo segmento, sarà, eseguendo i calcoli, 

ui.b = (cu» + Py + T«) ijk , 
e aXb = aa? + Py4-T'>^» 

ossia il prodotto a X b è il numero che misura il volume w.b, (poiché ig.k è 
Tunità di volume). Dunque, se b é parallelo al piano dell'area tu, e quindi 
u).b = 0, dovrà anche essere a x b=0, e a perpendicolare a b: pertanto il 
segmento a, che é normale a tutte le rette parallele al piano ui, é normale a 
questo piano. Inoltre, poiché il numero che misura uj.b vale H prodotto del 
numero che misura uj per la proiezione sulla normale ad ui, ossia sulla dire- 
zione di a, del segmento b, e siccome a X b vale il prodotto del numero che 
misura a per la proiezione di b sulla direzione di a, dall'eguaglianza di questi 
prodotti si deduce che il numero che misura a coincide col numero che mi- 
sura ui- 

Ciò premesso, se nel nostro caso diciamo U il segmento che rappresenta l'area 
n.v, ossia poniamo 

1 j k 
V = af y" a^ 

X'' r €' 

sarà ^.n=^r.av. Ora la grandezza di IT si sa calcolare coi metodi noti; 
dunque, detto ui il numero che misura il valor assoluto dell'area a.v, si deduce 



(5) UJ = gri^.'i) = y (y'^' — ;i5'y")' + i^^^' " «V)' + i^p" — i^a?")'. 

E se nella formula (4) non si considerano in ambi i membri che i valori 
assoluti, si deduce: 

(6) lim , fP'^^P» = 1 lu. 
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La fonnula (4) si può scrivere 

r PjP» P«P8 ^ 1 

Se qui si passa al limite facendo tendere dapprima ^i e % verso uno stesso 
valore f^, tenendo conto della (1), e dopo il calcolo posto Tindice 2 invece del- 
l'indice 3, si ha 



0) 



^" §^^ = ^ ^-^ 



Sia h il numero che misura la distanza di Pf dalla tangente in P^, la quale 
tangente ha la direzione di Ui; sarà 

^r(UtPiP^ = (ff^ X h> 

Quindi se nella formula (7) si considerano le grandezze di ambo i membri 
e si divide per uzzigtii^ si ha 

(8) Um ^ 



Le fòrmule (1), (4), (7) si possono applicare a segmenti, invece che a punti, 

4 
ricorrendo alle relazioni P^P, = OPj — OP^ , PiPjPs s -^ P^ P^ . P* Pg = 

1 

g- (OPj — OP4).(Op3 — OP,); e poi sostituendo ad OP un segmento a. Se a% 

a".... sono le derivate di questo segmento, si ricava 

lim -'^-^ ~ a', lim - ^^-^pìi^^^^ ^'ì- ^ = i- a'.a", 

Se in queste formule si sostituiscono ad a, a', a", ... rispettivamente n, ▼, w,..., 
si ha 

liini'i:^:?! =v lim <^»-^i)-^^8- n,) __1_^^ 

(h — h)^ ~ 2 ^•^' 
e quindi 



(9) 



(10) 



(11) 



lim 
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lim *'^ = n.Y , 

^^i'^i-Pa ^ j_ nv^ 



,. 11j.Vi.ll« 1 



w 



Prendansi, nella (9), i yalorì assolati di ambi i membri; indicando com^u^ 
Tangolo acuto che fanno le direzioni di Uj e o^, ossia le tangenti aUa curva 
nei punti P^ e P,, si avrà 

grin^.u^ = (prui) X (^ru^ X sen u^ ii« 

quindi, dividendo per [gm)^ =. w' , 



(12) 



j.^ _senu^ ^ ^.^ n^ji^ ^ ^ 



ts—t 



h-u 



u^ 



Si indichi con 5en(ai, o^, Hq) il seno del triedro formato colle direzioni n^, 
Uf , Us, ossia il rapporto del volume del parallelepipedo compreso fra i segmenti 
Ui o^ Us al parallelepipedo rettangolo, i cui spigoli sono eguali in grandezza 
ad Ui, o^, as. Si avrà 

ni.1ig.U3 = (jgrvLi) X {grjx^ X (^^rua) X sen (n^, u^, Ua). 
Quindi dalla (10), dividendo per (^ru)* = u^ e posto 



(13) 



A = ^r(u.v.w) = 



af' y" ^' 
a?"' y"' ^'" 



SI ricava 



(14) 



lim sen (n,, n^, u^) __ _A_ 

(^2-W^3— Ws — y 2m8 



Indicando con (u^.v^; Us) Tangolo formato dal piano che contiene Tarea Ui-Vi, 
ossia il piano osculatore alla curva in P^, coUa direzione n^, ossia colla tangente 
alla curva in P^, si ha 

Ui-Vi-Uj = [^Kn^-vJ] X igruii) X senfui-v^; nj ; 

quindi dalla (11), dividendo per gr{;vL.v) ^ u) , e per gm = m , si ha 



(15) 



. 8en(ni.Vi; n^) __ _1_ A 
(^ - ^1)* "" 2 ui X « 



Pk4ro, Qewt. Infin. 



8 
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Se nella formula (12) invece del segmento n si legge il segmento U, e qpiìiidi 
invece di v si legge V, derivata di U, e invece di ui = ^r(u.v) si legge griJJ.'V) 
si ha: « 

^^ 8en(TT^,U^) __ gr(JJT) 

Ora, poiché il segmento U rappresenta Tarea a.T, il segmento V, derivata 
di U rappresenta Tarea n.w derivata di a.T, e qttindi 

^r(U.V) = (^rU) X (^rV) sen (U, V) = 

= (gru) X (grv) senuv x igm) (grw) sen nw sen (n.v; u.w) , 

ove si indichi con (n.v; a.w) l'angolo formato dai piani delle aree ii,v e n.'w, 
che coincide coll'angolo U, V formato dalle loro normali. Ora, da formule note 
di trigonometrìa si ha 

(gru) (grv) (grw) sen uv sen uw sen (uvw) = gr (u.v.w) = A , 
quindi sostituendo 

(16) lim ^°(^i-^») =r ^. 

Si osservi che, a sinistra, l'angolo piano UiU^ misura Tangolo diedro dei piani 
osculatori in P^ e P^. 
Si è pure trovato (N. 4) 



(17) 



limv, r^^, ■■.. ^'.^«y* 



(ti — fi) ih -tu ih- « «« - ti) «4 - ti) (h - t») 



1 1 A 



Questa formula si può scrivere 

lim ^iPtP» PiP* La- 

(tt - tu (^3- td («8- <t) «4 - td («4 - ti) (ti - <,) 24 ^ • 

e se nel membro di sinistra si faono tendere ^i tt tg ad uno stesso valore ft, 
servendoci della (4), e sostituendo l'indice 2 al 4, si ha 

(18) Um^0^=^^. 

Detto k il numero che misura la distanza di P, dal piano dell'area Ui-V^ r 
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ossia dal piano osculatore in P,, e osservando che 

si deduce 



(19) lim 



La formula (17) si può pure scrivere 
lim ^^^« ?!??§ P3P* — JL A 

e passando al limite^ facendo tendere t^ e t^ ad uno stesso valore ^„ e i^ e t^ 
ad uno stesso valore ^3, e poi scambiando Tindice 3 in 2, si ha 

Un, Ei££i:Ei - 1 A 

Ora è noto dalla trigonometria che 

^r(u4.PiP2.U2) = (grvid X (^^n^) X ò sen u^^ 

ove & rappresenta la minima distanza delle rette su cui trovansi n^ ed Ug, ossia 
la minima distanza delle tangenti alla curva in P^ e P^. Quindi dairultima 
formula scritta si ricava 

/m\ ,._ &sen(nt,Ua) _ A . 

e dividendo questa formula per la (12) si ha 



(21) lim 



ift - t{f - 12u; • 



§ 3. Piano tangente alle superficie. 



10. Diremo superficie il luogo delle posizioni d'un punto varia- 
bile P, la cui posizione dipende da due numeri variabili u e v. 
Supporremo che attribuendo ad w e v due coppie di valori distinte. 
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almeno in certi intervalli, anche le posizioni C43rri3pondeDti di P 
siano distinte. Supporremo inoltre che P sia funzione continua di 
u e V, cioè se i valori dì u e v corrispondenti a P hanno per li- 
miti u^ e v, corrispondenti a Po, il punto P abbia per limite P^, e 
viceversa, se P tende a Pg, u e v abbiano per limiti u^ e v,,. 

Se, dopo aver assegnato il valore di v, si & variare a, il punto 
P descrive una curva giacente sulla superficie e determinata dal 
valore attribuito a v. Variando questo valore, si hanno infinite curve 
analoghe, il cui insieme forma la superficie. Si otterrebbe un altro- 
sistema di infinito curve sulla superficie scambiando le veci dell& 
variabili u e v. 

Sia Po un punto fisso della superficie, e P un altro punto della stessa,, 
che si avvicini indefinitamente a P^. Nei casi più comuni esisto un 
piano passante per Po e tale che l'angolo acuto fatto dalla retta P^P^ 
con questo piano ha per limite zero quando P tende a P^. A un 
piano siffatto si dà il nome ài piano tangente alla superficie; la 
sua giacitura dicesi anche giacUura della superficie nel punto P^. 
La perpendicolare al piano tangente nel punto Pq dicesi normale 
aUa superficie in questo punto. 

Cosi ad esempio, se la superficie è un piano, in ogni suo punto 
Po il piano tangente è il piano stesso; poiché la retta PoP che 
unisce Po ad un altro punto P della superficie là con questo piano 
un angolo nullo, e che quindi ha per limito zero. Se la superficie 
è una sfera di centro C, il piano tangente in un suo punto P^ è il 
piano perpendicolare in P,, al ra^o CPo, ossia coincide col piano 
tangente quale è definito dalla geometria elementare; invero l'angolo 
che la retta PjP te con questo piano è eguale alla metà dell'angolo 
PCPo, ed ha per limite zero se tende a Po- 

Vedremo più tardi che, in generale, il piano tangente si può 
anche considerare come un limite. 



■*. 1 . Invece di considerare l'angolo che la retta PjP fa col piano 
gente, riesce spesso più conveniente adoperare il teorema che 
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Teorema. — Se, per ogni retta PoP che unisce il punto 
fisso Pq col punto variabile P della superficie, si può 
-condurre un piano che, col tendere di P a Po, abbia per 
limite un piano fisso, questo piano fisso è il piano tan- 
gente alla superficie in Pq. 

Viceversa, se la superficie ha un piano tangente in 

Po, per ogni retta PoP che unisce P© con un altro punto 

P della superficie si può condurre un piano che abbia 

per limite il piano tangente alla superficie, ove P tenda 

a Po. 
Infatti, sia a il piano passante per PqP, ed avente per limite il 

piano fisso ir. L^angolo di PoP con ir è minore dell'angolo dei piani 

a e ir. B poiché quest'angolo ha per limite zero, anche Tangolo di 

PoP con 7t ha per limite zero e n è il piano tangente. 

Viceversa, se n è il piano tangente alla superficie in Po, sia a 
il piano passante per PqP e per la normale a PqP contenuta in tt. 
L'angolo dei piani a e tt è uguale all'angolo che la retta PoP fk 
col piano IT, e poiché questo angolo ha per limite zero, anche gli 
angoli dei piani a e tt ha per limite zero, ed il plano a ha per 
limite TT. 

È chiaro che se una superficie ha un piano tangente 
in Po, e su essa sta descritta una curva avente tangente 
in Po, questa tangente alla curva è contenuta nel piano 
tangente alla superficie. Invero, sia P un altro punto della 
curva, e quindi della superficie; e sia a un piano passante per 
PoP ed avente per limite il piano tangente. Poiché la retta PoP 
ha per limite la tangente alla curva, il piano a che contiene la 
PoP ha per limite un piano che contiene la tangente alla curva. 
Ma il piano a ha per limite il piano tangente ; dunque il piano tan- 
gente alla superficie contiene anche la tangente alla curva descritta 
su essa. 

Viceversa, dal sapere che una superficie ha un piano tangente 
in Po, e che una curva passa per questo punto e giace sulla super- 
ficie, non è lecito dedurre che questa curva abbia una tangente 
in Po. Però questa conseguenza sarà lecita qualora siano imposte 
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alla curva altre condizioni convenienti. Il caso che più spesso si 
presenta è il seguente: 

Teorema. — Se due superficie hanno comuni i punti 
di una linea, e in un punto Pq di questa linea le super- 
ficie hanno piani tangenti distinti, anche la linea d'in- 
tersezione delle superficie ha in P^ una tangente, che 
è rintersezione dei piani tangenti alle superficie. 

Infatti, sia P un altro punto appartenente alla linea, e quindi 
alle due superficie; e siano tt e Tf i piani tangenti alle superficie 
in Pq. Per la retta P^P si può condurre un piano a avente per 
limite IT, ed un piano a' avente per limite ir'. Ora, passando al 
limite, la retta P^P, intersezione dei piani a ed a', ha per limite 
rintersezione dei piani n e if, cioè la tangente alla linea d'inter- 
sezione della superficie è l'intersezione dei loro piani tangenti. 

Come caso speciale, la linea d'intersezione d'un piano colla super- 
ficie ha per tangente in un suo punto l'intersezione di questo piano 
col piano tangente alla superficie in quel punto. 

12. Un criterio analitico per riconoscere l'esistenza e determinare 
il piano tangente ad una superficie è somministrato dalla propo- 
sizione che segue. 

Teorema. — Se il punto P è funzione delle variabili 
t« et?, avente derivate parziali di primo ordine continue, 
non nulle e non coincidenti in direzione, il piano tan- 
gente in un punto della superficie descritta da P è il 
piano passajite per questo punto e contenente le dire- 
zioni delle due derivate parziali. 

Infatti, siano p e q le derivate parziali del punto P; data alle 
variabili la nuova coppia di valori u -\- h, v -\- h, detto P' il punto 
corrispondente della superficie, si ha 



PP^Cp + JO^ + Cq + P)*, 
ove à e f sono segmenti che hanno per limite zero col tendere 
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di /^e dazerò. Facciasi PA = p, PB = q, PC = p + a, PD = q + p. 
n segmento PF è una combinazione lineare di PC e PD, qxiindi 
la retta PF è contenuta nel piano PGD. Si passi al limite. I punti 
G e D hanno per limiti A e B, quindi il piano PP'GD ha per limite 
il piano PAB. 

Perciò ogni retta PF è contenuta in un piano avente per limite 
il piano fisso PAB, dunque questo è il piano tangente alla super- 
ficie nel punto P. 

13. Per giudicare del modo di comportarsi della superficie ri- 
spetto al piano tangente, dicansi ancora p e q le derivate di primo 
ordine del punto P, e r, s, t le sue derivate del secondo ordine, che 
supporremo anche continue. Si ha dalla formula di Taylor 

PF^p;i + qft + |[(r + a);i«4-2(B + P)/i;fc + (t+T)ft*], 

ove a, p, T sono segmenti aventi per limite zero. Si consideri il 
volume V = p.q.PP' formato dall'area p.q che sta nel piano tan- 
gente e dal segmento PP'. Si ricava 

1 

V = p.q.PP' = 5" [(p.q.r + p.q.a)7i* + 2 (p.q.s -|- p.q.p) hk 

+ (P.q.t + p.q.T)/^'J , 

ovvero, posto 

A = p.q.r , B = p.q.s e G ^ p.q.t , 

e chiamando a' p' t' i volumi infinitesimi p.q.a , p.q.p e p.q.y» si ha 

V = i[(A+a')7i* + 2(B + p')^A + (G + T)fe*J, 

la quale formula si può pure interpretare supponendo che A, B, G, 
et', P', t'> V, invece di rappresentare i volumi, rappresentino i nu- 
meri che misurano questi volumi. 
Ora è noto dal calcolo (N. 133 e segg.), che se la quantità 

A = AG — B« 



— 120 — 

è positiva, V conserva un segno costante per valori sufBcientemente 
piccoli di h e ky e quindi il volume p.q.PF ha sempre uno stesso 
senso, purché F sia prossinu) a P; vale a dire nelle vicinanze del 
punto considerato la superficie giace tutta da una parte del piano 
tangente. Un punto per cui A > dicesi punto ellittico. 

Se invece A è negativo, V assume valori di segno contrario va- 
riando h e k, e comunque si prendano questi piccoli; quindi la su- 
perfìcie ha i suoi punti, nelle vicinanze di P, alcuni da una parte 
ed altri dall'altra del piano tangente. Un punto per cui A < 0, 
dicesi punto iperboUeo. 

Se infine A = 0, il punto dicesi parabolico, e Tesarne del modo 
di comportarsi della superficie rispetto al piano tangente presenta 
maggiori difficoltà. 

14. Si riferisca il punto P, funzione dei numeri u e r, e che 
genera la superficie, a tre assi cartesiani ortogonali, e siano x, y, z 
le sue coordinate, che son pure funzioni di t« e r. 

Conservando le notazioni precedenti, si avrà 

dx , , dy , . dz . dx , . dy . , dz . 

, = ^il^ì-L^k g - ^*^ i I ^y \ \ ^^ k 

dw« •" tftt*-'^ dt^ ' dudv ^ dudv^ ^ dudv ' 

*= dv^^^dv^^^dv'^' 

Se M è un punto del piano tangente, sarà 

PM.p.q = ; 

e, dette XYZ le coordinate di M, Fequazione del piano tangente 
diventa 

X—x Y---y Z—z 

dx dy dz 

du du du I zz: . 

dx dy dz 

dv dv dv 
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Se il punto M sta sulla normale alla superficie, sarà 

pmxp=o, PMXq = 0; 

queste sono le equazioni della normale colla notazione dei segmenti. 
Introducendo le coordinate di P, M, p, q, esse diventano 



(x-a,)^+(Y-jr)^+(z_^),^=o. 



du 



du 



du 



e 



(X-a.)è+(Y-|/)"i+(Z-^)S=0. 



dì) 



dv 



dv 



che si possono pure scrivere 

d/y dz dy dz dz dx dz dx 



Z^z 



dx dy dx dy 



du dv dv du 



du dv 



dv du 



du dv 



dv du 



I volumi A = p.q*r, B=:p.q.B, G = p.q.t si possono pure espri- 
mere mediante le coordinate, e si ha 



A = 



dx dy dz 

du du du 

dx dy d z 

dv dv dv 

d*x d*x d^x 

dt€^ dudv dv^ 



e analogamente per B e C. 



15. Le variabili w e v, da cui dipende la posizione del punto P 
della superficie, possono essere due delle coordinate del punto P. 
Se le coordinate x ed y sono le variabili indipendenti, sarà z fun- 
zione di a? ed y 

Si avrà in questo caso, facendo u^=x e v = y , 

_ . , dz . • I ^^ 1. 
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Veqoa^oxie del piano tangente diventa 

i volami indicati con A^ B, G si riducono alle derivate seconde di 
z rispetto ad 07 ed y, ove ig.k sia Tunità di volume, e 

_ d^j dH^_ I dU \« 
das^ dy^ \ dxdy ) 

La z potrebbe essere funzione implicita di a; ed 2/» cioè legata ad 
essa mediante un*e^uazione 

F{x, y,z)=0. 
Supposto che questa equazione determini effettivamente la z in 
funzione di a; ed y, e supposto ancora-^ non nulla, si avranno, 

per determinare w^ ^ -r- » 1® equazioni 

dx'^ dz dx ' ^ 'd^'^ dz ^ "^'' 

eliminando, fra queste due equazioni e quella del piano tangente, 
-IT e -^ , il che si ottiene aggiungendo all' equazione del piano 
tangente queste due moltiplicate per X — x e Y — y, si ha 



dx ^ ^ dy ^ ' ^ dz 

che è Tequazione del piano tangente alla superficie, ed in questa 
equazione non compaiono che le derivate parziali di F rispetto alle 
tre variabili a?, y, z. 
Ck)sl p. e. se Tequazione della superficie è di secondo grado 

F (07, y, z) — a^fi? + a„2/» + a^'' + a^^ + ^^^pcy ^ 2a,^z + 
+ 2a„y^ + 2a^^x + 2a^jy -I- 2a^z^ = , 
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SI 


ricava 








1 

2 


dF 
dx 


— «11^ + «ijV + <^i%^ 


+ «i4 




1 

2 


dF 
dy 


— a,^x-\-a^^y + a^^z 


+ ««4 




1 

9~ 


dF 


= «i3^ + ^isU + ^Z3^ 


+ «S4» 



e quindi l'equazione del piano tangente è: 

(Oj^a; + a^v + Oi,3r + aj (X - a?) + 

+ («ijO' + attV + an^ + a«4) 0^ — y) + 
+ («is^? + «„!/ + «3s2^ + «m) (Z — -f) = 0. 

Se a questa equazione sì aggiunge la F{Xyyy z)=zO, Tequazione 
del piano tangente assume la forma 

(a,^os + a,^y + a,^ + a J X + (a,^x + a^^y + a^^ + a,J Y + 
4- («13^ + «mI/ + «s3^ + «34) Z + (a^^o? + a^y + 034^ +«^4) = 0. 



§ 4. Esempi. 



16. Goni. — Se da un punto fisso V si conducono le rette a 
tutti i punti d*una lìnea /, queste rette formano una superficie detta 
cono. Il punto V ne è il vertice, la linea l la base, direttrice ; ed 
essa può essere piana, ovvero non; ogni retta che unisce V con 
un punto della l dicesi generatrice. 

Teorema. — Se A^ è la tangente alla linea base nel suo 
punto A, ed essa non coincide colla generatrice VA del 
cono, il piano VA^ è tangente alla superficie conica in 
tutti i punti della generatrice VA. 

Infatti, sia P un punto della generatrice VA, P' un altyo punto 
della superficie e VA' la generatrice passante per esso. La retta 
PP' è contenuta nel piano VA A'. Facciasi tendere P' a P; la 
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retta AA' ha per limite la A^ tangente alla base in A, e il piano 
VAA' ha per limite il piano VAf. Dunque la retta PP' è contenuta 
in un piano che ha per limite il piano fisso YA^ ; quindi questo 
piano è il piano tangente alla superficie in P, cioè in ogni punto 
della generatrice VA. 

Cilindri. — Dicesi superficie cilindrica o cilindro, la superficie 
luogo delle rette passanti per i punti d'una linea fissa ly e pa- 
rallele ad una retta fissa r. La linea l dicesi ancora base, o diret- 
trice del cilindro. Un cilindro si può considerare come un cono in 
cui il vertice sia alFinfinito. 

In modo analogo a quanto si è detto pel cono, si dimostra che : 

Se a; è la tangente in A alla linea base d'una super^ 
ficie cilindrica ed essa non coincide colla generatrice 
passante per A, il piano che contiene questa genera- 
trice e la tangente A^ è il piano tangente al cilindro 
in tutti i punti della generatrice passante per A. 

L'intersezione d'un piano con un cono o con un cilindro è la pro- 
iezione su questo piano della linea base /, fatto o dal centro Y, o 
parallelamente alla direzione r ; quindi dalle proposizioni precedenti 
si deduce la stessa costruzione della tangente alla proiezione d'una 
curva, che fu indicata al Gap. II, N. 21. 

17. Sia / una linea rigida che si muove nello spazio, ossia si 
muove in guisa che non si alterano le reciproche distanze dei suoi 
punti. Durante questo movimento i punti della l descrivono nuove 
linee, che diremo m; e le varie posizioni di /, come pure le linee 
m stanno su d'una superficie, che si dice generata dalla linea L 

Noi supporremo che per ogni punto della superficie passi una 
sola linea l, ed una sola linea m; e supporremo che se sulla super- 
ficie il punto P' ha per limite il punto P, tutti i punti della l che 
passa per P' abbiano per limiti i punti corrispondenti della l che 
passa per P. 

Il piano tangente alla superficie in un suo punto P è 
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il piano che contiene le tangenti alle dae linee l ed m 
delle superficie passanti per P, supposto che esse ab- 
biano tangenti, e che queste non coincidano. 

Infatti, sia P' un altro punto della superficie, e siano l' e m' le 
linee l ed m che passano per F. Sia Q il punto che sta sulle linee 
(?, m), e R il punto che sta sulle (/, m'); si consideri il piano PQP'. 
Gol tendere di P' a P, il punto Q ha per limite P, per l'ipotesi fatta, 
e poiché PR è in valor assoluto eguale a QP' (poiché questi seg- 
menti sono posizioni distinte d'un segmento inyariabile in lunghezza) 
anche R ha per limite P. 

La retta PQ ha per limite la tangente alla curva m in P. Dico 
poi che la retta QP' ha per limite la tangente alla l in P. Invero, 

dette t e V le tangenti alle l ed l' nei punti P e Q, sarà l'angolo 

/\ /\ /\ /\ /\ 

QP',< < QP',^' + t',t ; ma l'angolo QP',^= PR,^ perchè posizioni d'uno 

/\ /\ /\ 
stesso angolo; quindi QP7 < PR',^ + ^', t. Si faccia tendere P' a P; 

le rette PR e f hanno per limiti la tangente t alla linea / in P; 

quindi gli angoli PB,^, e i', t tendono a zero, e lo stesso avviene 

dell'angolo QP',^ ossia la retta QF ha per limite la tangente alla 
l in P. 

Pertanto ogni retta PP' che unisce il punto P ad un altro punto 
P' della superficie è contenuta in un piano PQF, che ha per limite 
il piano che contiene le tangenti alle linee ^ ed m in P; dunque 
questo è il piano tangente alia superficie. 

18. Si dice che una figura rigida ruota attorno ad un asse, se, oltre 
al conservarsi inalterate le reciproche distanze dei suoi punti, ri- 
mangono pure inalterate le loro distanze da due punti fissi dell'asse. 
Durante questo movimento ogni punto della figura descrive un 
cerchio contenuto in un piano normale all'asse ed il cui centro 
sta su quest'asse. 

La superficie generata da una linea l, che ruota attorno ad un 
asse, dicesi superficie di risoluzione. I cerchi descritti dai punti 
della linea diconsi paralleli; ogni sezione fatta nella superficie 
con un piano passante per l'asse dicesi meridiano. 
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Dalle cose dette precedentemente risulta che il piano tangente 
alla superficie di rivoluzione in un suo punto è il piano che con- 
tiene le tangenti alla linea l ed al parallelo, che passano per questo 
punto. Siccome poi la tangente al parallelo in P è normale al piano 
del meridiano passante per P, cosi il piano tangente in un punto 
P della superficie è il piano normale al piano del meridiano^ e 
passante per la tangente alla l; in altre parole, la normale 
alla superficie di rivoluzione incontra Tasse. 

Fra le superficie di rivoluzione, oltre alla sfera, che si può con- 
siderare come di rivoluzione attorno ad ogni suo diametro, è a 
menzionarsi la superficie generata dalla rivoluzione d'un cerchio 
attorno ad un asse posto nel piano del cerchio ma non passante pel 
centro, la quale vien detta toro; e la superficie generata dalla ro- 
tazione d'una retta attorno ad un asse che non incontra, ne è pa- 
rallelo ad essa, che è l'iperboloide di rivoluzione. 

19. Un altro esempio di superficie cui è pure applicabile la proposi- 
zione precedente, è Velicoide retto, ossia la superficie generata dalla 
retta BP del N. 7, la quale incontra l'asse dell'elica, si appoggia all'elica, 
ed è parallela al piano normale all'asse dell'elica. Ogni punto della 
retta BP alla distanza costante r da B, descrive un'elica sulla su- 
perficie ; e le linee chiamate l edm sono rispettivamente le varie 
posizioni della retta BP, che diconsi generatrici, e le varie eliche 
descritte dei punti della BP. Il piano tangente alla superficie nel 
punto P è perciò il piano contenente la generatrice BP, e la tan- 
gente all'elica passante per questo punto, la quale tangente sappiamo 
costrurre. 

Detto 6 l'angolo che il piano tangente all'elicoide in P fa col 
piano xy, e h ì\ passo dell'elica, si ha 

tang^ = 



27rr 



quindi, muovendosi P sulla generatrice BP, ossia variando r, varia 
pure 0, e quest'angolo diminuisce man mano che P si allontana 
dall'asse. 
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20. In modo analogo a (juello con cui furono trattate le questioni 
precedenti, se ne possono trattare altre simili. In generale, se su 
d'una superficie sono segnati due sistemi di linee l ed m, in modo 
che per ogni punto P della superlSicie passi una sola linea l ed 
una sola linea m, e si conoscono le tangenti alle linee / ed m pas- 
santi per P, se la superficie ha un piano tangente in P, questo 
deve contenere quelle tangenti, e quindi è determinato, se esse 
sono distinte. Ma dal supporre l'esistenza delle tangenti alle linee 
l ed 7n non si può conchiudere resistenza del piano tangente alla 
superficie, se non si introducono alcune condizioni restrittive. 

Detto P' un altro punto della superficie, ed P ed m! le linee l 
ed m che passano per esso, sia Q il punto d'intersezione delle linee 
m ed F, e si consideri il piano PQP'. Gol tendere di P' a P anche 
Q tende a P, e la retta PQ ha per limite' la tangente alla linea m 
in P. Se ora noi possiamo accertarci che la retta QF, col tendere 
di'P' e Q a P, ahbia per limite la tangente alla l in F (il che non 
è conseguenza necessaria dell'esistenza di questa tangente) si con- 
chiuderà che la retta PP' è contenuta in un piano PQP' che ha 
per limite il piano che contiene le tangenti in P alle linee l ed m, 
e quindi che esso è il piano tangente alla superficie. 

2 1 . Omografia. — Suppongasi che ad ogni punto P dello spazio 
(soggetto se occorre, a convenienti limitazioni) corrisponda un punto 
P*, che diremo omologo del primo, in guisa che, se P descrive una 
retta r , anche P* descriva una retta r* che diremo omologa della prima; 
inóltre si supponga che se P tende a P^,, il punto P* abbia per limite 
Po*. Si deduce allora che: se P descrive un piano TT il suo omolc^o 
descrive pure un piano TT* omologo del primo; se la retta r ha 
per limite la r^, la retta r* ha per limite la r^^; e se il piano TT 
ha per limite TT^, il piano TT* ha per limite TT^,*. 

Una corrispondenza fra i punti P e P^*, nella quale siano veri- 
ficate le ipotesi enunciate, dicesi omografia; e si potrebbe dimo- 
strare l'identità di questa definizione dell'omografia con quelle che 
soglionsi dare nei corsi di geometrìa proiettiva. 
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Se il punto P descrive una curva G avente tangente ty 
e piano osculatore TT, il punto P* descriverà una curva 
C* la cui tangente è la retta t* omologa di t, ed il cui 
piano osculatore è TT* omologo di TT. 

Se il punto P descrive una superficie S, avente piano 
tangente TT, il punto P* descrive una superficie S* il 
cui piano tangente è TT* omologo di TT. 

Infatti, se P e P' sono due posizioni del punto P che descrive 
la curva C e P* e P'* i loro omologhi, la retta p^p'* è Tomologa di 
PP' ; e col tendere di P' a P la PP' ha per limite la tangente t alla 
curva nel punto P, e quindi la p*p'* ha per limite la retta t* 
omologa di t ; dunque t* è la tangente alla C* in P*. Il piano che 
passa per t, e per P' ha per limite il piano osculatore TT alla curva 
C; quindi il suo omologo, cioè il piano che passa per t* e per P*, 
ha per limite il piano TT* omologo di TT. Dunque TT* è il piano oscu- 
latore alla 0* in P*. 

Se P e P' sono due posizioni del punto P che descrive la super- 
ficie S, e P* e P'* sono i loro punti omologhi sulla S*, si immagini 
il piano a, che contiene la PP', e che ha per limite il piano TT 
tangente alla superficie in P. D piano a*, omologo di a, contiene 
la P*F*, ed ha per limite il piano TT*; dunque ogni retta p*p'* 
che unisce il punto P* ad un altro punto P'* della S* è contenuta 
in un piano avente per limite TT* ; e questo è il piano tangente alla 
superficie. 



Esercizii. 



22. 1. La proiezione delFelìca (N. 7) sul piano xp fatta parallelamente 
ad una retta obliqua rispetto a questo piano è una cicloide (Gap. II, eserc. 5). 

La proiezione dell'elica sul piano xy fatta da un centro di proiezione che 
giace sull'asse è una spirale iperbolica (Gap. II, eserc. 3). 

2. Siano l^ li ...l^n linee descritte sopra uno stesso cono di vertice ; una 
generatrice di questo cono incontri queste linee nei punti P^ ?£ ••.?«; si deter- 
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mini sulla stessa generatrice un punto P tale che 

OP = f{OPi, OP^ ...OP J. 

Variando la generatrice, il punto P descrive sul cono una nuova linea l. La 
costeuzione della tangente a questa linea si ottiene a questo modo. Si immagini 
il piano tangente al cono lungo la generatrice considerata; esso conterrà le 
tangenti alle linee li ^ ,..l^ ed l. Le normali alle linee 2| ^ ...2» contenute in 
questo piano incontrino la perpendicolare in alla retta OP^P^.-.P^iP in N^Nt-Nii ;* 
si determini su questa perpendicolare il punto N tale che 



5òp-;''''*"^^,''''*+"+^K ''''•• 



La NP è normale alla curva descritta da P, e la perpendicolare in P alla 
NP, contenuta nel piano tangente al cono è la tangente alla linea descritta da P. 

3. Si porti sulla retta OP che unisce il punto fisso al punto variabile P 
d'una curva un segmento PQ di lunghezza costante; conoscendo la tangente 
alla linea descrìtta da P, trovare la tangente alla linea descritta da Q (concoide). 

4. Si determini sulla retta OP che unisce il punto fisso al punto P d'una 
curva un punto Q tale ohe OP x OQ = A', ove A è un numero costante (jnver- 
sione). I piani normali alle linee descritte da P e Q, ed il piano perpendicolare 
nel punto medio di PQ passano per una stessa retta; le tangenti alle curve 
descritte da P e Q si incontrano in un punto di questo piano. Queste proposi- 
zioni si possono dedurre dall'esercizio 2®, ovvero trattare in modo analogo a 
quello seguito al Gap. II, N. 22. 

5. L'inversa della spirale logaritmica, il centro d'inversione essendo un 
punto della perpendicolare al piano della spirale nel suo polo, è una curva 
sferica detta lossodromia. Essa taglia sotto angolo costante tutti i cerchi mas- 
simi della sfera passanti pel centro d'inversione. 

6. Da un punto fisso si conduca una retta che incontri n superficie fisse 
nei punti P^ P2 ...Pn. Si determini su questa retta il punto P la cui distanza 
da sia una funzione analitica deUe distanze analoghe dei punti P^ Pg ...Pn : 

0P = /-(0P4, 0P„ ...OPJ. 

Variando la retta, il punto P descrive una superficie. 11 piano perpendicolare 
in alla retta incontri le normali alle superficie date nei punti N^ Ng... N*. Si 
determini il punto N, pure contenuto in questo piano, e tale che 

df—-..df-—. , df 



Pbaxo, tì€<m. infn. 9 
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sarà NP la normale alla saperficie descrìtta da P. 

7. Si porti sulla retta OP, che tinisce il ponto al punto varìabile P di 
una superficie data, il segmento PQ di lunghezza costante. Variando P, il ponto 
Q descrive una superficie, che si può considerare come la concoide, della prima 
rispetto al polo 0. 

n piano perpendicolare in alla OPQ incontri la normale alla superficie 
descrìtta da P in N. Sarà NQ la normale alla superficie descrìtta da Q. 

8. Si determini sulla retta OP, che unisce il punto O al punto varìahìle P 
d'una superfìcie, il punto Q tale che «OP X OQ = A', ove k è una costante data. 
Varìando P, n punto Q descrìve una seconda superfìcie (inversa della prìma). 
Le normali alle superficie descrìtte da P e Q si incontrano in un punto del 
piano perpendicolare nel punto medio di PQ. 



CAPITOLO IV. 



^EHixizio23LÌ della poslziozxe cL'uzi punto. 



1. Derivate. 



1. Un numero U è funzione della posizione d'un punto P, se ad 
ogni posizione di P, o assolutamente arbitraria o convenientemente 
limitata, corrisponde un valore del numero U. Cosi, ad esempio, i 
numeri che misurano }e distanze del punto variabile P da punti o 
rette o piani fissi sono funzioni numeriche di U, e lo stesso avviene 
di ogni espressione analitica, somma, prodotto, ecc., di alcune di 
tali distanze. 

he coordinate cartesiane coyz del punto P sono pure funzioni 
numeriche di P, ed ogni funzione analitica U = f{oc, y, z) di qpieste 
coordinate è funzione della posizione di P. Viceversa, se U è 
funzione della posizione di P, date le coordinate xyz di P, risulta 
determinato questo punto, e quindi il numero U. Perciò c^ni fun- 
zione numerica della posizione d'un punto ^i può considerpire come 
funzione delle sue coordinate. 

2. Diremo che U ha per derivata il segmento u, corrispoiiden- 
temente ad una data posizione di P, e scriveremo u = jp se, attri- 
buendo al punto una nuova posizione P', la differenza AU dei due 
valori assunti da U si può mettere sotto la forma 



AU = PFX(u.+ e), 
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ove è è un segmento che ha per limite zero col tendere di P' a 
P. U prodotto del membro di destra è un prodotto geometrico; 
quindi se fosse 6 = 0, ovvero se si trascura e che ha per limite zero, 
AU si riduce al solo termine 1^' X ^i ^ quindi Tincremento della 
funzione U è eguale alla grandezza di a moltiplicata per la proie- 
zione di PP' sulla direzione di u. 
Eseguendo il prodotto indicato, si ha 



AU = PFXu + a, 



ove si è posto a=:PP' Xè, © quindi, se U ha per derivata u, il 
numero a è infinitesimo d*ordine superiore al primo, ove si prenda 
la lunghezza di PP' per infinitesimo principale. Reciprocamente, 
se AU si può mettere sotto la forma PF X u -f- et , ove a sia infi- 
nitesimo d*ordine superiore al primo, U ha per derivata a; invero^ 
se si determina il segmento é che abbia la stessa direzione di PP' 
e tale che a = PFX€=^rPP'X^»"€, si avrà AU = ^^X 



(u 4" €) , e poiché gr^ i= — gpp ha per limite zero, anche € è infi- 
nitesimo, e quindi U ha per derivata a. 

3. Sia per esempio U = a X OF, ove a e sono un segmento ed 
un punto fissi. Sarà U funzione del punto P. Dato a questo punta 
una nuova posizione P', sarà 

AU = aXOF — aXOP = PFXa, 

e quindi AU si presenta sotto la forma PP' X (^ -H), ove si fàccia 
u = a , ed € = 0. Dunque a è la derivata di a X OP. 

Si consideri ancora la funzione numerica U = TJP*, ove è una 
origine fissa. Data a P una nuova posizione P', sarà OP' = OP + PP'. 
Elevando a quadrato si ha OP* = T5P* + 2T5P X 1^ + PP^- Quindi 
AU = OP* — 0F* = 2ÒFXPP' + PP', che si può scrivere 

AU = pF' X (20F + PP'). 
Perciò AU si presenta sotto la forma PF X (^ + €), ove si faccia 
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n = 20F e € = PP'; ed e ha per limite zero se P' tende a P. Dunque 
n = 20P è la derivata di ^P*. 

Per le funzioni numeriche della posizione d*un punto sussistono le 
stesse regole di derivazione che servono per le funzioni numeriche 
di numeri variabili. Cosi, per esempio: 

Se U^, U,, ... sono funzioni della posizione d*un punto 
P, aventi derivate u^u^... la loro somma 

ha per derivata 

U = U4 + Ug + ... 

cioè la somma geometrica (risultante) delle derivate 
delle funzioni che si sommano. 
Invero, data al punto una nuova posizione P', si ha 

AU = AU, + AU, + ... , 
e, per la definizione delle derivate, 



AU, = PP' X (u, + €i) , AU3 = PF X (M, + €.) , ... ; 
onde sommando 



AU = PFX(u, + ^ + ... + €. + €, + ...), 

ovvero, posto 

u = u, + Uj + ... , ed e = €4 + €, + ..., 
si ha 



AU = PP'X(u + e), 

dove € ha per limite zero; quindi U ha per derivata u, e. v. d. 

In modo analogo si potrebbero determinare le derivate di pro- 
dotti, quozienti, ecc. Ma tutte queste regole, compresa la precedente, 
^no contenute nel teorema che segue: 

4. Teorema. — Se U,, Uj, ... Un sono funzioni numeriche 
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della posizione del punto P, aventi derivate u^, o^, ... n»^ 
e U è una funzione numerica dei numeri U^ U, ... Un, 

U = F(U„ U„ ... Un) , 

avente le derivate parziali di primo ordine continue, 
anche U ha derivata a, data dalla formula 

_ dF , dF , , dF 

Infatti, date al punto variabile le posizioni P e P', e detti AU^, 
AUj, ... AUn e AU le diflTerenze dei valori delle funzioni Uj U, ... 
Un ed U, si ha, da una formula di calcolo, 

^^= (sS +«.) ^U.+ (g+o.) AU. + ... + (^+«.) AtJ., 

ove a^ a, ... On sono numeri aventi per limite zero ove tendano a 
zero gli incrementi di tutte le U. Ma, per la definizione delle de- 
rivate delle funzioni numeriche, si ha 



AU, = PFX(u, + €0, AU,=:PFX («, + €,), 



, AUn = PP'X(nn + €n), 



ove €i €, ... €n sono segmenti infinitesimi con PP'. Sostituendo nella 
formola precedente, e fatto 

_ dF , dF , . dF 

e €=(o4n, + ... + Onnn)+(-|J+aj) €4 + ...+ (^c^ + o* Je- 
si ricava 



AU = PP'X(ti + €), 

ed € ha per limite zero col tendere di P' a P, onde U ha per de- 
rivata u. 
Cosi per esempio, se 

U = U,+U,-.U3, 



— iso- 
le derivate parziali di U sono 1, 1, e •— 1, e quindi 

n = u, + u« — n3. 

Se U = U,XU,, 

le deriyaie parziali di U sono U, e U^ , quindi 

Se U è funzione d'un solo numero Y, il quale è funzione del punto 
P, avente per derivata v, si avrà 

dU 

Cosi» se y ha per derivata il segmento v, la Ainzione log\ ha 

1 

per derivata il segmento -^ ▼> e la funzione |/V~ha per derivata 

1 
o-^ V, supposto in ambi i casi V > 0. 

5. Teorema. — La derivata del numero che misura la 
distanza d*un punto fisso dal punto mobile P, distinto 
da O, è un segmento avente la direzione e il senso del 
segmento OP ed eguale all'unità di misura. 

Invero, sia r il numero che misura la distanza OP, e V il suo 
quadrato V = r* =: OP*. Si è visto che la derivata di V vale v = 20F; 
quindi la derivata di r^=:\rT vale 

1 _ OP 

U=;r-7=rVs 



2^V ^ grOP ' 

che è appunto un segmento avente la direzione e il senso di OP^ 

fftOP 

ma eguale in grandezza a ^ , cioè all'unità di misura. 

La regola procedente non è più applicabile se Y = 0, ossia se P 
coincide col punto 0; in questo caso manca la derivata. 

6. Più generalmente, se F è una figura fissa (linea o superficie), 
e se ad ogni punto P dello spazio, non appartenente alla figura, 
corrisponde un punto O di questa, in modo che la distanza OP 
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sia la mìnima fìra le distanze dei punti della F dal punto P, 
e se inoltre col tendere di P ad una posizione speciale Pq, anche 
il punto corrispondente a P lia per limite il punto corrispon- 
dente a P^, allora la derivata del numero che misura la mi- 
nima distanza del punto P dalla figura F è un segmento 
che ha la direzione di questa minima distanza, nel 
senso che va dalla figura al punto, ed eguale alTunità 
di misura. 

Invero, sia r il numero che misura la distanza OP, e Y il suo 
quadrato, V = r* = OP'. Data al punto P la nuova posizione P', e 
detto 0' il punto corrispondente della figura, sarà AV = OT'* — JSP. 
Ora, poiché OP è la minima distanza del punto P dai punti deUa 
figura, sarà ÓP* < ÓT* ; in modo analc^ OT'* < ÒF*. Tenendo 
conto di queste diseguaglianze si ha 

ÒT'*— 0T« < AV < ÒF* — ÓP* , 

ovvero 

PP' X (CyP' + O'P) < AV < PF X (OF + OP). 

Facciasi tendere P' a P; anche O' tende ad 0, per la ipotesi 
fatta; e i segmenti OP, OP', O'P e O'F hanno per limite OP; quindi, 
detti ^ e p due segmenti infinitesimi, sarà 

PP' X (20P + a) < AV < PF X (20P + p). 
Siano a' e P' le proiezioni ortogonali di a e p su PF. Sarà 

PFxa = PP'X«', e PP' XP = PP'XP'; 
quindi la diseguaglianza precedente si può scrivere 

PFX(20P + a') <AV<PFX(20P + p'); 

siccome i segmenti a' e p' hanno la stessa direzione, che è quella 
di PP', si potrà determinare un segmento e, avente pure la stessa 
direzione, tale che 

AV = PFX(20P + €), 
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ed €, che risulta compreso fra a' e P', avrà per limite zero, onde 
V ha per derivata 20P. Quindi la derivata di r =: j/v sarà 



20P^ ^^ 



2yv ^op' 

ossia un segmento avente la direzione e senso di OP, ed eguale alla 
unità di misura. 

Le condizioni restrittive enunciate sono verificate se la figura F 
è una retta od un piano; quindi: 

Teorema. — La derivata del numero che misura la di- 
stanza del punto variabile P da una retta fissa o da 
un piano fisso, non passante per P, è un segmento 
avente la direzione della retta su cui giace questa 
distanza, nel senso che va dalla retta o piano fisso al 
punto P, ed è eguale alTunità di misura. 

7. Teorema. — Se il numero U è funzione delle coor- 
dinate cartesiane ortogonali a?, y, z del punto P, avente 
derivate parziali di primo ordine continue, la deri- 
vata di U è un segmento avente per coordinate -jzj-t^ 

du 
dz • 

Invero, date a P due posizioni di coordinate x, y, ^, e a; -f- ^^» 

y-^-ùkVy z + ^z, se U = /'(a?, y, z), sarà 

Ora si ha 

PP' = Aad + A|/j + A^k, 



e se si fa 



u==— 14-— '4-— k 

""do? ' dy '' ' dar 



— 138 — 
e €=ai + pj + Tk, 

sarà lim e = , e 



AU = PP'X(n + €), 
e quindi a è la derivata di U, e. v. d. 



§ 2. NormaU a cnrre e a superficie. 



8. Sia U una funzione numerica della posizione del punto P. II 
luogo dei punti per cui U ha un valore costante dato, vale a dire 
il luogo dei punti che soddisfanno all'equazione U = e, è, sotto certe 
condizioni restrittive, nello spazio, una superficie, e nel piano una 
curva. 

Suppongasi invero U funzione continua di P, e che assuma per 
due posizioni A e B del punto P due valori, l'uno maggiore e 
l'altro minore di e. Se si uniscono i punti A e B con un cammino 
continuo, per un punto di questo cammino tJ assumerà necessa*- 
riamente il valore e. E siccome sia nel piano che nello spazio due 
punti si possono unire fra loro con infiniti cammini non aventi di 
comune che gli estremi, si deduce che sonvi infiniti punti per cui 
U = e, e che questi separano la regione per cui U è ma^icH^e di 
da quella per cui U è mmore di e. 

Se, per una posizione speciale di P, U ha il valore e, ed ha de- 
rivata a non nulla, allora, se il punto P si sposta nella direzione 
di u, U cresce, e se si sposta in direzione opposta, U diminuisce. 
Quindi in questo caso U assume valori maggiori e minori di e, 
e i punti per cui U = c sono in numero infinito. 

Se U ha, per una posizione speciale di P, il valore e, ed ha nelle 
vicinanze di P una derivata prima continua e non nulla, allora in 
quelle vicinanze i punti per cui U s= e formano appunto nel piano ' 
una linea, e nello spazio una superficie; vale a dire essi si possono 
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far corrispondere univocamente ad una, o a due variabili indipen- 
denti. Per riconoscere questo, senza farne una dimostrazione diretta, 
basta riferire il punto P a coordinate cartesiane ortogonali a!,y,z; 
e sia U = f{x, y, z). Se U ha derivata u continua, anche f(x, y, z) 
ha derivate parziali prime continue, e sarà 

df . . df . . df . 
e se u non è nullo, una almeno delle tre derivate -j--4- -4- no^i 

dx dy dz 

è nulla, e quindi l'equazione f(XyyyZ)=c determina una delle 
coordinate in funzione delle altre due. {Cale. diff. N. 110 e 112). 

9. Riconosciuto adunque che ì punti per cui U = e formano nel 
piano una linea, e nello spazio una superficie, possiamo proporci di 
determinarne la tangente, od il piano tangente. 

Teorema. — Se U è funzione di P avente derivata u 
non nulla, la direzione di questa derivata è normale 
alla linea o superficie luogo dei punti per cui U è co- 
stante. 

Invero, date al punto variabile due posizioni P e P' per cui U 
abbia lo stesso valore, sarà AU = 0, e per la definizione di derivata 
AU = PP' X (ùT^)» ove /»m € = 0. Quindi PF X (u + e) = 0. 
Questa formula dice che PP' è normale al segmento u + e. Se si 
fk ora tendere P' a P, il segmento u + e ha per limite u; dunque 
l'angolo che PP' fe con u ha per limite un retto, e quindi u è 
normale alla linea, o superficie luogo dei punti per cui U è costante. 

10. Ecco alcune applicazioni delle proposizioni precedenti. 

1) Siano r^ r, ... Tn le distanze del punto P da n punti fissi A^ 
A.J ... xxn, e Sia 

U = m^r^ + ^«^1 + • • • + 'i'yM'fi. 
Sarà U funzione della posizione del punto P, e, dette Uj Uj ... Um 
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le derivate di r^ r^ ... r^^^ che sono segmenti eguali all'unità di 
misura, e diretti secondo A^P, A^P, ... A«P, la derivata di U sarà 

e poiché la direzione di questa derivata è normale al luogo dei 
punti per cui U è costante, si deduce: 

La normale al luogo dei punti, per cui è costante la 
somma delle distanze da n punti dati moltiplicate per 
n numeri dati, si ottiene conducendo dal punto consi- 
derato del luogo dei segmenti diretti ai punti dati e 
proporzionali ai numeri dati; la loro risultante è la 

normale cercata. 

Quanto precede è vero sia nel piano che nello spazio; specializ- 
zando il numero dei punti dati e le costanti date, si ottengono ri- 
sultati notevoli. 

Così, per esempio, il luogo dei punti, per cui è costante la 
somma delle distanze da due punti F ed F', è un'ellisse di cui F 
ed F' sono i fuochi; e la costruzione precedente dice che la normale 
all'ellisse è la bissetrice interna dei raggi focali. 

Il luogo dei punti per cui è costante la differenza delle distanze 
dei punti F e F' è un iperbole, di cui questi punti sono i fuochi; e 
la normale all'iperbole è la bissetrice esterna dei ràggi focali. 

n luogo dei punti P per cui è costante la somma delle distanze 
da due punti dati F ed F' moltiplicate pei numeri m ed m' è una 
curva detta ocaJLe di Cartesio, Se sulle rette PF e PF' si portano 
i segmenti PM e PM' proporzionali ad m ed m', la loro risultante 
PN è la normale alla curva in P. Detti / ed r gli angoli FPN e 

NPF' = MNP, che i raggi FP e PF fanno 
j..— --;;^^<Vv ^ colla normale PN alla curva, si deduce dal 

y triangolo MNP 

Ben t _ MN _ PM' _ m' 
senr ~ PM "" PM ~ m * 

Quindi, se si immagina che l'ovale di Cartesio sia la linea di sepa- 
razione di due mezzi trasparenti, il cui indice di rift^zione relativo 
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sìa —, e che raggi luminosi partenti da F vengano a rifrangersi 

sulla curva, in virtù di una nota l^ge fisica attribuita pure a Car- 
tesio, i raggi rifratti, od i loro prolungamenti, vengono tutti a pas- 
sare per F'. 

2) La parabola conica si può definire come il luogo dei punti 
equidistanti da un punto fisso F {fuoco) e da una retta fissa d {di- 
rettrice). Dette r e r' le distanze d'un punto P da F e da d, la 
funzione 

U = r — r' 

sarà, pei punti della parabola, costantemente nulla. Quindi la nor- 
male alla parabola è la risultante di due sementi eguali allunità 
di misura, l'uno diretto secondo FP, e l'altro avente la direzione 
della normale abbassata da F sulla retta d. Si scorge inmiediata- 
mente che la normale aUa parabola è la bissettrice esterna dell'an- 
golo formato dal raggio focale e dalla perpendicolare alla direttrice. 

3) Com'è noto, ogni conica è il luc^o dei punti per cui è costante 
il rapporto delle distanze da un punto fisso F (fuoco) e da una retta 
fissa d (direttrice). Dette ancora r e r' le distanze del punto P da 

F e da 6^, la funzione -j è costante pei punti della conica. La derivata 

di questa funzione è — "^ — , ove u e u' siano le note derivate 

di r e r'. Dalla costruzione di questa derivata si ha la seguente 
costruzione della normale alla curva: si porti sulla direzione di 
PF un segmento eguale a ^dy e sulla direzione di P£^, ma in senso 
opposto (cioè nel senso c2P), un segmento eguale a PF; la risultante 
di questi segmenti è normale alla conica in P. 

4) Dicesi aocUe di Cassini il luogo dei punti per cui è costante il 
prodotto delle distanze da due punti dati F ed F'. Dette r e r' le 
distanze del punto P da F e F', e n e u' le loro derivate, sarà. 
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pei punti delia curva, costante la funzione rr^\ e la derivata di 
questa funzione, cioè ur' + uV, è normale alla curva. Quindi si 
porti sulla direzione di PF un segmento eguale a PF', e sulla di- 
rezione di PP' un segmento eguale a PF; la loro risultante sarà 
normale alla curva. 

5) n luogo dei punti, nel piano, per cui è costante la somma dei 
quadrati delle distanze da due rette date l e l\ è, com*è noto, una 
ellisse il cui centro è il punto ll\ e i cui diametri equiconiugati 
sono diretti secondo l^V , Pei punti di questa curva è costante la 
funzione r* -|- r'* ove r e r' siano le distanze PM e PM' di P dalle 
rette. La derivata di questa funzione è 2(ru + ^'ii') ; quindi la ri- 
sultante dei segmenti PM e PM' è la normale alla curva in P. 

6) Si immagini nello spazio la superficie i cui punti distano 
egualmente da due rette date l e l^, e che si dimostra essere un 
paraboloide iperbolico. Dette r e r' le distanze del punto P dalle 
due rette, la funzione r — r' avrà il valore costante pei punti 
della superficie. Se da P si conducono due segmenti perpendicolari 
alle rette date, eguali fra di loro, il primo nel verso dal punto P 
alla l, e il secondo nel verso dalla retta l' al punto P, la loro ri- 
sultante è normale alla superficie. Si vede di qui che il piano tan- 
gente alla superficie biseca l'angolo formato dalle perpendicolari 
abbassate da P sulle rette date. 

7) Il luogo dei punti equidistanti da tre rette date / /' f nello spazio 
è una curva, la quale giace ad un tempo e sulla superficie i cui 
punti equidistano da / e C, come pure sulla superficie i cui punti 
equidistano da / e /". Quindi la tangente alla curva in un suo punto 
P si ottiene a questo modo. Da P si abbassino le perp^idicolari 
PA, PB, PC sulle rette date. I piani perpendicolari alle faccio APB, 
BPG e GPA del triedro, nelle bissettrici di queste faccie, passano 
per una retta che è la tangente cercata. 



— 143 — 

8) Se U, funzione del punto P, ha per derivata u, detto M un 
punto del piano tangente alla superficie per cui U è costante, sarà 

PM X u = 

Tequazione del piano tangente. Riferito il sistema a coordinate 
cartesiane ortogonali, dette a?, v> ^ ^e coordinate di P, e X, Y, Z 
quelle di M, e fatto U = F (a?, y, z), le coordinate di u sono 

cLP OgP dP 

di' 'du' Iz' ^P™di l'equazione del piano tangente diventa (p. 122): 
(X-.)g + (Y-,)f+(Z-..)f = 0. 

9) I punti del piano, per cui è costante la minima distanza da 
una linea data in questo piano, formano una linea che dicesi pa- 
rallela alla data. 

n luogo dei punti nello spazio, per cui è costante la minima di- 
stanza da una linea data dicesi superfìcie tvòulare. 

La superficie luogo dei punti nello spazio, pei quali è costante 
la mìnima distanza da una superficie data, ^c^ì parallela a questa. 

Se P è un punto del luogo, e PM la sua minima distanza dalla 
linea o superficie data, supposte verificate le condizioni del N. 6, 
sarà PM normale al luogo dei punti P. Vedremo presto che, sotto 
certe condizioni restrittive, PM è anche normale alla linea o su- 
perficie data. 



§ 8. Massimi e minimi. 



11. Sia U una funzione numerica della posizione del punto P, 
avente derivata a. Data al punto la nuova posizione P', sarà 

AU = PF X (u + €) (lim € = 0). 
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Si dividano axobo i membri per la grandezza di PP'. Sarà 

PP' 

ed il segmento — 55^ è diretto secondo PF ed eguale all'unità di 

PF 
misura. Si fàccia ora tendere P' verso P, in modo che — g^ tenda 

ad un limite p, il quale sarà pure un semento eguale all'unità di 

misura; sarà lim — 5or = PX'i- Ora, supposto u non nullo, se 

l'angolo p, n è acuto, sarà p X ^ > 0, e poiché ^r PP' è un numero 
positivo, sarà anche, per posizioni di F sufficientemente prossime 
a P, AU > 0. Se invece l'angolo p, u è ottuso, sarà p X '^ < ^> ®» 
per posizioni di P' sufficientemente prossime a P, sarà AU < 0. 
Noi diremo che il punto P si sposta nella direzione e senso del 

segmento p, eguale all'unità di misura, se, essendo P' una sua 

PP' 
nuova posizione, lim — ps? = p. Quindi, da quanto si disse, si con- 
chiude che: 

Se U è funzione numerica del punto P, avente deri- 
vata u non nulla, se il punto P si sposta nella direzione 
e senso del segmento p che fa un angolo acuto con u, U 
cresce; se invece la direzione e senso in cui si sposta 
P fa un angolo ottuso con a, U diminuisce. 

Questa proposizione serve nella ricerca dei massimi e minimi 
valori che assume U, qualora P varii liberamente neUo spazio, 
ovvero sia obbligato a condizioni restrittive, come a descrivere una 
linea od una superficie data. Se U diventa massima per una posi- 
zione speciale di P, è necessario che spostando P in ogni direzione 
e senso compatibile colle condizioni imposte, U diminuisca ; e se U 
è minima per la posizione considerata di P, spostando P in ogni 
direzione e senso possibile, U deve crescere. 

12. Teorema. — Se U è funzione numerica del punto P 
variabile liberamente nello spazio, e se corrispondente- 
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mente ad una posizione di questo punto U diventa mas- 
sima minima, la derivata u di U, se esiste^ è nulla. 

Invero, se la derivata u non è nulla, spostando P in una direzione 
che fàccia un angolo acuto con a, U cresce, e q[uindi non è mas- 
sima corrispondentemente al punto considerato; spostando invece 
P in una direzione che Caccia un angolo ottuso con u, U diminuisce, 
e quindi non è minima. Dunque, se u non è nullo, U non è né 
massima né minima. 

Tborbma. — Se U è funzione numerica del punto P, il 
quale sta su d*una linea /, e, corrispondentemente ad 
una posizione sjpeciale di P, U diventa massima o minima, 
se U ha derivata u, e la linea l ha in P una tangente, e 
questo punto non è di regresso sulla linea, la proiezione 
di u sulla tangente alla linea è nulla. 

Invero, se la proiezione di u sulla tangente non è nulla, sarà 
anche u non nuUo, né normale alla linea. Ora, in virt& delle ipotesi 
iktte, il punto P si può spostare sulla linea, nella direzione della 
tangente, in due sensi opposti ; e uno di questi & con u un angolo 
acuto^ e Taltro un angolo ottuso; quindi secondochò si sposta in 
un senso o nell'altro, U cresce, o diminuisce, e non è né massima 
né minima* 

Teorema. — Se U é funzione numerica del punto P, il 
quale sta su d*una superficie S, e, corrispondentemente 
ad una posizione speciale di P, U diventa massima o 
minima, se U ha derivata n, e la superficie un piano 
tangente in P, e se sulla superficie si possono segnare 
almeno due linee passanti per P, aventi ivi tangenti 
distinte, e per le quali P non sia un punto di regresso, 
la proiezione di u sul piano tangente alla superficie é 
nulla. 

Invero, le proiezioni di u sulle due tangenti alle linee descritte 
sulla superficie sono nulle; dunque o u é nullo, ovvero é normale 
alle due tangenti, e quindi normale al piano tangente, che le con- 

Fbamo, Q4am, Infin. 10 
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tiene. la ogni caso la proiezione di a sul piano tangente è nulla. 
Questi teoremi sono una utile guida ed una regola di esdusione 
pella noerca dei massimi e piinimi d*una ftinzione U ; per applicarli 
effi^Yamente, oonyerri determinare dapprima qjoBi punti i quali 
saddisfttuQ aUfi eondizìoni enunciate; e poi discutere se ad essi cor- 
rì^peoide un massimo, od un minimo, o né Tuno né Taltro. Questa 
discussione può essere piii o meno &mle a seconda della natura 
del problema; noi ne daremo alcuni esempi. 

13. Si consideri la distanza del punto variabile P dal punto fisso 
O. La sua derivata u è un segmento diretto secondo OP, ed eguale 
all'unità di misura, ^Ivochè P coincida con 0, nel qual caso non 
si ha derivata. Quindi, in virtù di ^antp si è detto, se P varia 
liberamente nello spazio, la sua distanza da O non diventa né mas- 
sima né minima per alcuna posizione del punto, salvochè esso venga 
a coincidere con 0. É evidente che, in questo ultimo caso, quella 
distanza diventa zero, che é il suo pi\i piccolo valore. 

Ma se P sta su d*una linea, e, corrispondentemente ad una sua 
posizione speciale distinta da 0, OP é massima o minima, se la 
linea ha ivi una tangente, e il punto non é un punto di regresso, 
deve OP essere normale alla linea. Analc^mente per le superficie. 
Ma il determinare i punti della linea, o superficie, le cui normali 
passano per 0, e il riconoscer^ se la loro dìst^uiza sia massima o 
minima, é problema più o meno compUcato, a seconda della natura 
della linea o superficie data. É noto come si determini facilmente 
la minima distanza da un punto ad una retta o piano dato, e la 
massima o minima distanza da un punto ad un cerchio o sfera data. 

14. Si consideri la somma delle distanze del punto P dai punti 
fissi A e B. La sua derivata u é la risultante di due segmenti 
eguali diretti secondo AP e BP. Essa è nulla se P é un punto in- 
terno al segmento AB, non esiste se P coincide in A o B, ed è 
diversa da zero e la sua direzione é quella della bissettrice interna 
deirangolo APB per ogni altra posizione di P. Quindi, se P è va- 
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rialiite IJliyaramonte nello sp^io, la somma 4^1^ sue distanze da 4 
6 Q non mi> 4i^^tar mass^ipa o p[iin|mfi V^V alcuna pos^z^aqe ^ 
P cbQ noii^ appfiFtanga «1 sfig^e^to 4^, ^onwe^ gU ^eflfii. pi 
ved^ IfomedW^n^Pi^te che in qv^sUfì c^s^ assf^ ^fH^ume i} ^\iq piCf(c4o 
v^lorfi. 

luta s^ il punto P s^ si( d*una lin^ fissa,, e pjBP i;^^ s\ia p^- 
74<«e specifile quella spmm^ div^t^ priassima p quqima, s^ suasV> 
punto non appartiene al segopiento AB^ e s^ la linea ^ ivi t^nge](iter 
e il punto non è un pviqto di regresso, la bisf^trice Cetrangolo 
APB deve essere normale alla lìnea, ovvero anche le rette AP e 
PB devono fare colla tangente angoli eguali. Analogamente per le 
superficie. 

Ecco come si può trattare il problema in un caso particolare. 

Determinare su d^una retta data / il punto per cui è 
minima la somma delle distanze da due punti dati AeB. 

Se la retta l incontra il segmento AB in un punto P intemo od 
estremo al segmento, sarà evidentemente P il punto cercato. 

Se la retta l non incontra AB, si fàccia ruptare il piano ffi at- 
torno alla / finché esso venga a coincidere col piano /A, ed in 
modo che il punto A e la nuova posizione di B, che diremo 
BS giacciano da parti opposte della L La retta AB' incontri la / 
in P; dico che P è il punto cercato. Invero sia Q un altro punto 
deUa l; sarà PB = PB', QB = QB'; quindi PA + PB = PA + 
+ PB' = AB', e QA + QB = QA + QB'> AB'; dunque PA + 
-|-PB < QA+ QB, e. V. d. 

In modo analogo si det^mina il punto d*un piano per cui è mi- 
nima la somma delle distanze da due punti dati. Ma se il luogo 
del punto P è p. e. un cerchio, anche supposti i punti A e B nel 
piano di questo cerchio, il determinare i punti del cerchio per cui 
le PA e PB fanno angoli eguali colla tangente è un celebre pro- 
blema di grado superiore al secondo (problema di Alhazen). 

16. Si consideri ancora la somma de}le distanze del punto. P da 
tre punti fissi ABG. La sua derivata è la risultante di tre segmenti 
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eguali all'unità di misura, e diretti secondo AP, BP, GP, salvochè P 
coincida con uno dei tre punti dati. Quindi, se P varia liberamente 
nello spazio, affinchè corrispondentemente ad una posizione speciale 
quella somma sia massima o minima, deve o P coincidere con uno 
dei punti ABC, ovvero deve annullarsi la risultante di tre segmenti 
diretti secondo PA, PB e PC ed eguali ; ed affinchè questo avvenga 
è necessario che P giaccia nel piano ABC, e che le rette PA PB 
PC facciano a due a due angoli di 120®. 
Ecco la trattazione rigorosa di questa questione. 

Determinare il punto P per cui è minima la somma 
delle distanze da tre punti dati ABC. 

Si supponga dapprima che nel triangolo ABC tutti gli angoli 
siano minori di 120®. Si descriva su AB un arco di cerchio giacente 
dalla parte di AB verso cui è posto G, e capace dell'angolo di 120® ; 
e su AG un arco di cerchio analogo, pure capace dello stesso angolo. 
Questi archi si incontrino in P; dico che P è il punto cercato. 

Invero^ preso nel piano un altro punto Q, si conducano in A B 
G le normali alle PAPBPG le quali formano il triangolo A'B'C. 
Gli angoli di questo triangolo sono supplementari di 120®, osaia 
£ ^ r valgono 60», ed il triangolo A'B'G' è equi- 

latero. Dal punto Q si abbassino le j>er- 
pendicolari Qa, QP, Qr sui lati di A'B'C^ 
É noto dalla geometria che Qa + QP + 
+ Qr > PA + PB + PG, e precisamente, 
se Q è pure interno al triangolo A'Q'G^ 
si ha il segno =, e se estemo, il >. Ora,. 
QA > Qa, QB > QP, QG > Qt, perchà 
^ la perpendicolare è minore dell'obliqua ; 

dunque QA + QB + QG > PA + P6 + PG, ossia la somma delle 
distanze di P dai punti .ABG è minore della somma analoga per 
ogni altro punto del piano ABG. 

Se poi si considera un punto R nello spazio, sia Q la sua pro- 
iezione di sul piano ABG. Sarà 
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RA > QA , RB > QB , RC > QC ; 

quindi " 

RA + RB + ROQA + QB + QOPA + PB + PG. 
Dunque effettivamente la somma delle distanze del punto P dai 
punti ABC è minore della somma analoga per ogni altro punto 
dello spazio. 

Si lascia al lettore Tesame del caso in cui un angolo superi i 
120% nel qual caso il vertice di quest'angolo è il punto cercato. 

16. n numero U potrebbe anche essere funzione della posizione 
di più punti P, Q, R, ..., e se, corrispondentemente ad una loro 
posizione speciale, U diventa massima o minima, supposti fissi tutti 
i punti uno eccettuato, la U diventa funzione di questo solo punto, 
<^he, per la sua posizione considerata, deve diventare massima o 
minima. 

Cosi ad esempio, se PQ sono due punti appartenenti rispettiva- 
mente a due linee date / ed ^, e se per essi è minima (o massima) 
la distanza fi*a due punti appartenenti alle linee, deve PQ essere 
la minima distanza di P da ogni punto Q della seconda linea, come 
pure la minima distanza del punto Q da ogni punto P della prima 
linea; quindi, se P e Q sono punti ordinarli delle due linee, deve 
la PQ essere una loro normale comune. 

Se PQR sono tre punti di tre linee date, e corrispondentemente 
ad una loro posizione il perimetro del triangolo ABG, cioè la somma 
delle distanze PQ + Q^ + ^P* ^ massimo o minimo, mantenendo 
fissi Q ed R, deve PQ + PR + QR essere minima per quella posi- 
zione considerata di P, e quindi le rette PQ e PR debbono essere 
egualmente inclinate rispetto alla tangente alla linea luogo dei 
punti P. Analogamente le QP e QR sono egualmente inclinate ri- 
spetto alla seconda linea, e lo stesso avviene di RP e RQ rispetto 
alla terza. 



- tóo- 



i*t. 1. Sia un punto fisso, ed { una retta Bssa che supporremo passante 
per 0; sia P un punto variabile. La derivata dell'angolo che la retta OlP fa 
colla I è uh seicento ISMtenùCò nel piknò M?, nonhale ad OP, e la cui frènr 
deszà Vale il r6ci)^roeo della gràndenà di OP. 

2. Sia un punto fisso, e ir un piano fisso. La derivata dell'angolo che la 
retta OP fa con ic è un segmento contenuto nel piano normale a ic e passante 
per OP; questo segmento ò norìnale ad ÒP, e la sua grandezza vaie £1 reciproco 
della grandézza di OP. 

3. Siano nel piano n punti A| A| ...Àn, ed l una retta arbitraria. Dette r^ 
Tf ...r,| le distanze d*un punto P dai punti fissi, e cq Ot ...a« gli angoli che le 
rette A^P, A^, ... formano colla retta fissa 2, per ogni punto del piano passa 
una curva per cui ò costante la funzione logr^ + logr« + ... + logr^ ed una 
curva per cui è costante la funzione Oi + 0| + — + On- Queste due curve si 
incÒntraÀo ad angolo retto. 

Sé i ^unti dAti tohd dt(é, le prime curve soiiò ovali di Gàteihi, e le MBConde 
iperboli e^nilalere. 

4. Il luogo dei punti P per cui ò costante la somma degli angoli che OP 
fa con due rette fisse a e &, che supporremo passanti per 0, ò un cono di 
vertice ó, che còinciile col luogo delle rette OP che ìfknno colle due rette date 
an^li la cui soniihà è costante. Il piano tangente a questo cono lungo una 
generatrice t)l> è il plado éhb bisééà te^maknenle ràngotò diedi^ formato dÀL 
piBhi OPa ^ 0P&. 

5. Si consideri il cono di vertice luogo delle rette OP per le quali è 
costante una data funzione analitica /*(ai a, ...aj degli angoli Oi Oi ... a, che 
esse fismno con altrettante rette fìsse ai a^ — ^'nv ^'^ supporremo passanti per 0. 
Si ixhma)B;dii il piaHÒ normale alla retta OP; si proieUiiiò su questo pianò le 
rette a^ a, ...a,,, e si portino su queste proiezioni dei segmenti proj^^rzibnàli ^ 

^ • -^ , . . • ^ . La loro risultante ò normale al piano tangente al cono 

lungo la generatrice OP. 
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6. Determinare su d'una retta il punto per cui è massima la differenza 
delle distanze da due punti dati. 

7. Determinare su d'una retta data il punto per cui è minima la somma 
delle distanze da un punto datò e da una retta data. I punti e le rette date 
stanno in un piano. 

8. Determinare su d'una retta r data il punto per cui è massima o minima 
la somma o la diller^uà dèlie distanze da due linee l 6d Z', date comunque 
nello spazio. 

Si facciano ruotare le due linee l eà ^ attorno ad r; esse genereranno due 
superficie di rivoluzione; siano m ed m' le intersezioni di un piano passante 
per r con queste superficie (cioè i loro meridiani); sia AB la massima o mi* 
nima distanza delle due linee m ed mf; e la retta AB incontri la r in P. Se 
P è un punto medio del segmento AB, esso è il punto della r per cui è mas- 
sima TninìTififl la somma delle distanze da 2 ed {'; se invece P appartiene al 
prolungamento di AB, esso è il punto per cui è massima o minima la differenza 
delle distanze delle ledi'. 

9. Determinare mi d'una retta, o su d'un piano, il puntò per cai è minima 
la somma dei quadrati delle distanze da due punti dati. 

È il punto medio delle proiezioni dei punti dati. 

10. Determinare s& d^una retta o su d'un piano il punto per cui è maiBSiinà 
o inininw là somma dòi quadrati delle distanze da n pimti dati, moltì)[>lieate 
per n humeri dati. 

È la proiezione del baricentro dei puhti dati, cui siano affissi i numeri dati. 

11. Determinare il punto per cui è minima la èotauna delte distami dai 
qttàttrò vertici d'un quadrilatero piano convetao. 

È il punto d'inco&tro delle diagonali. 

Ì2. Determihare il triangolò ABG, i cui vertici stannò su tre rette date 
nello spazio, e la óui area è mìnima, òwèk^ il óui pierimètro è miniiho, òttSro 
il cm cerchio circoscritto è minùno. 

Le alteeze del triangi^o, ovvero le biasetrid) owbro i raggi del cerohio eii> 
coscritto die vanno ai vertici dea ciangolo, debbono eaeero rispettivamente nor- 
mali alle rette date. 



CAPITOLO V. 



§ 1. Definizioni. 

1. Sonvi delle categorie di grandezze geometriche tali che prese 
due grandezze della stessa categoria, non si può presentare che 
l'uno o Faltro di questi due casi: i*" le due grandezze si possono 
sovrapporre, o si possono decomporre in parti a due a due sovrap- 
ponibili; e allora si dicono eguaU; 2^ le due grandezze si possono 
decomporre in parti in modo che ogni parte della seconda sia 
eguale ad una deUe parti della prima, ma non viceversa, e allora 
le due grandezze diconsi (UseguaM^ e la prima maggiore della se- 
conda. 

Questo avviene per le lunghezze di segmenti rettilinei, per le 
aree piane limitate da linee rette, pei volumi di prismi o di soUdi 
decomponibili in prismi, e per alcune altre categorie di grandezze 
geometriche, che soglionsi chiamare princtj^aU. Ma sonvi altre gran- 
dezze, per le quali può avvenire che, paragonandone due, non si 
presenti né l'uno né Taltro dei due casi suddetti. Per queste gran- 
dezze è necessario di ben definire che cosa si intenda per egua- 
glianza di due grandezze, e per misura d*una di tali grandezze. 

2. Diremo campo di punti, od anche figura^ ogni insieme di punti, 
in numero limitato od illimitato. Cosi alcuni punti in numero finito, 
i punti d*una linea, d'una superficie, d'un solido, sono campi di punti. 
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Un campo di punti si dirà rettUineOy se tutu i punti stanno su d'una 
retta ; si dirà piano, se tutti i punti stanno in un piano. Noi comin- 
cieremo a studiare i campi rettilìnei. 

Sia A un campo rettilineo. Si dirà che un punto P è intemo al 
campo A, se è possibile determinare una lunghezza p in guisa che 
tutti i punti della retta, i quali distano da P meno di p» apparten- 
gano al campo A. Si dirà che un punto è estemo al campo A, se 
è possibile determinare una lunghezza p in guisa che tutti i punti 
deUa retta, i quali distano dal punto P meno di p, non apparten- 
gano ad A. Un punto né intemo né esterno ad A si dirà punto 
limite di A; quindi, se P è un punto limite di A, fissata comunque 
una lunghezza p, si troveranno sempre dei punti sulla retta, che 
distano da P meno di p, e che appartengono al campo A, e dei 
punti, che pure distano da P meno di p, e che non apparten- 
gono ad A. I punti Umiti di A possono appartenere, ovvero non, 
al campo A; essi formano un nuovo campo, che si dirà campo 
limite di A. 

E noto che ad ogni punto P d'una retta si può far corrispondere 
la sua ascissa, ossia il numero che misura la sua distanza da un 
punto fisso della retta, tenendo il debito conto del segno. Conver- 
remo che, reciprocamente, ad ogni numero corrisponda sulla retta 
uno ed un sol punto avente per ascissa quel numero. Quindi ad 
ogni campo A corrisponde un gruppo di numeri, o, come diremo, 
campo di numeri; e viceversa, ad ogni campo di numeri corri- 
sponde un campo di punti sulla retta. A causa di questa corrispon- 
denza univoca, potremo, ove ci convenga, invece dei campi retti- 
linei di punti, considerare dei campi di numeri. 

Come esempi, si considerino sulla retta i punti le cui ascisse sono 
maggiori di e minori di 1. Si avrà un campo rettilineo di punti; 
ogni punto del campo è intemo al medesimo ; i punti limiti sono i 
punti di ascisse ed 1; ogni altro punto è estemo al campo. 

Si considerino ancora i punti della retta, le cui ascisse sono nu- 
meri razionali, maggiori di e minori di 1. Questo campo non avrà 
punti intemi; i punti le cui ascisse sono ^0, e ^1, sono punti li- 
miti; gli altri punti sono estemi. 
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fié un campo di punii colitiéìié alcuni, ma noli tutti i punti déìla 
rètta, 6880 avrà certame&te dei punti littìiti. InV(»*o, suppbAgasi che 
P sia un punto del campo dato A, e Q uli punto boh àppaHétiente 
ad A; Siano j? e 9 le ascisse dèi plinti P e Q, 6 sta p. é. jp < é^^. I 
punti del campo A, le cui ascisse sono miiiori di q, avranno uti li- 
mite superiore, non minore di jp, perchè p è appunto l'asdsto d\iiio 
di tali ptmti, nò maggie^ di 9; aia r questo limite imperiore, e R 
il punto della retta avente per ascissa r. Dico che tt è un puhto 
limite di A. Invero, fissata ad ai4itrio una lunghezza p, esiste qualche 
punto àei campò A la cui ascissa è maggie di r«^p, e quindi tale 
che la sua distami da ft è minore di p ; mentrechò oghi punto la 
cui ascissa è coMprdBa à:*a r e la più piccola delle due <tuaiitità 
r + p e 9, i quali punti distano pure da R meno di p, hon appar- 
gono al campo. 

I punti d*una retta^ che stanno ft^ due punti dati, contando ov- 
Teto non questi punti, formano un campo, che si dirà seffmefiio 
rettilineo. La sua lunghezza è una grandezza principale ; ogni campo 
formato da un numero flhito di iseginenti ha pure una lunghezza 
paragonabile a quella d'un segmento rettilineo. 

Abbiasi ora un campo formato da punti in liiiea retta, dato in 
un moéb qualunque. Potremo in generale imhidginare dei campi 
formati da un numeh) finito di segmenti, e dei quali fin parte il 
campo dato ; e potremo immaginare dei cakUpi Tarmati pure da uh 
numero finito di segmenti^ i quali ihnno parte del Campo dato. t3a- 
scheduno di questi Campi ha ulia lunghezza, e la lunghezÉ^ dei 
pHmi è maggiore della lunghezza dei secoiidi. 

Se il lìmite inferiore delle lunghezze dei pìittìi caihpi coincide 
col limite superiond delle lùnghez^ dei «ecohdi, al valore Cbhiune 
di qtkeàì due limiti daremo il home di imiÉrhèzza dd campo r^ 
tm^eo dato. 

Ma potrebbe avvenire Che quebU due lihiiti neh siano eguali, e 
quindi^ Che il limite inforiore delle prime lunghezze sia maggióre 
del lìmite superiore delle seconde. In ^uejsto easK) dii^mo che il 
campo proposto non hh una lunghezze paragonabile ceh i^lìa d*uh 
segmento rettilìneo ; e al limite inferiolre delle prime lunghezze pò- 
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tl^emo ddre il nome di lunghezza esterna d<el campo dato, e cbia- 
mat*e luvighezza intèma il limite sup^ore delle seconde. Potrébte 
ahche ayyeJQiire che non edidtano campi formati da segmenti, i quali 
contengano il <!ààttipo dato, nel qual caso diremo che la lunghezza 
estema del campo è infinità; ovvero che non esistano segmenti 
contenuti nel campo dato, e allora dit*emo che la sua lunghezza 
interna è nulla. Cosi dei due esempi già portati, il primo campo è 
un segmentò avente lunghezza s= i ; il secondo campo non ha lun- 
gheiiza paragonabile con (Quella d'un segménto ; la sua lunghezza 
estelmà vale 1, e la sua lunghezza interna è nulla. 

6é dà un campo formato da un nùm^[\> finito di segmenti, e bon- 
teneiite nel suo intemo A^ si t(^lie uh eiampo pure formato dà un 
numero finito di segmenti, contenuto neirinterho di A, si avrà un 
campo formato altresì dà un numero finito di segmenti, la cui lun^ 
ghezza vale idi differenza ita le lunghezze del primo e del secohdo 
campo, e che contiene nidi suo intano tutti 1 punti limiti di A. Ora 
àìSnchè A abbia una lunghezza paragonabile con un segmento, è 
neCessaHO e sufiìdente che la differenza fra le lunghezze dtei primi 
campi e quelle dei secondi possa rendersi tanto piccola quanto si 
vuole; quindi è hecessario e sUfficiehté che si poissa coBtrurre un 
campo formato da segmenti in numero finito, Contenente m^ suo 
iiiterno tutti i punti limiti di A» e di grandezza tanto piccola quanto 
si vuole. In ogni caso si vede che la diEfer^zà fra la lunghezza 
estema e la lui^hezza interna d*un campo A è eguale alla lun- 
ghezza estema del campo limite di A. 

8. AAiìe plA^E. Le cose dette pei campi rettilinei si possono ri- 
petere pei campi di punti che giacciono in uno stesso piano. Dir 
remo che un puhto P è Mt&mù al campo piano A, sé ò possibile 
detertiUnam una lunghezza p in guisa che tutti i punti del piano> 
chid disiano da P meno di p» appaì*te»gano ad A. Un punto si cHM 
eflterM al campo A se è interno al campo formato' eòi punti non 
appartenenti ad A. Un punto né intemo nò ostano si diti puMo 
imitù. n carneo fomoato dai punti limiti di A isi dirà campo 'timUe^ 
contomo di A. 
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Se campo A coatìeiie alcanì punti del piano, senza oontaierti 
tatti, esso ayrà dei punti limiti. DiTero, ae P e Q sono dne ponti. 
Tono appartenente, e Faltro non, al campo A, si consìdm fl campo 
formato dai ponti del campo A che giacdono soUa retta PQ. Baso 
avrà, fer q[oanto si è sopra dimostrato, almeno on ponto limite 
appartenente al segmento IH2f ^ eaao sarà on ponto limite dd 
campo A. 

Abbiasi on campo piano qoalonqoe. Potremo in generale imma- 
ginare ddie aree piane limitate da linee rette, che ccmt^igono nel 
loro intano fl campo A, e delle aree piane, pore limitate da linee 
rette, amtenote nell'interno del campo dato. Se, come aTYÌaie nei 
casi pio comoni, il limite inferiore deUe prime aree ccxncide col 
limite soperiore delle seconde, al valor ccMnone di qoesti doe limiti 
daremo il nome di area del campo piano dato. 

Ma potrebbe avvenire che qoesti limiti non siano egoali; in 
qoesto caso chiam^^mo area esterna della figora data il limite in- 
feriore delle aree poligonali che contengono nel l(xt) intono la fi- 
gora data, e area intema della figora il Umite soperiore delle 
aree poligonali contenote neU*intemo di essa. 

Se da on campo limitato da linee rette, contenente nel soo interno 
il campo A, si tog^e on campo pore limitato da linee rette e con- 
tenoto in A, si ottiene on campo (strìscia) limitato da linee rette 
e che contiene nel soo intemo il campo limite di A. L*area di qoesto 
campo è la dlfierenza fra le aree dei doe primi. Qoindi noi ci as- 
sicoreremo che il limite inferiore delle prime aree coincide col li- 
mite soperiore delle seconde, se la loro differenza si poò rendere 
tanto piccola qoanto si voole ; vale a dire affinchè on campo piano 
abbia on'area paragonabile ad on*area poligonale è necessario e 
soffldente che si possa formare on campo piano limitato da rette, 
contenente nel soo intemo tatti i punti limiti del campo dato, e la 
coi area sia tanto piccola qoanto si voole. Potrebbe anche avvenire 
che non esista alcon poligono, di area finita, contenente nel soo 
intemo il campo dato, e allora si dirà che Tarea estema di qoesto 
campo è infinita. Se non esiste alcun poligono contenoto nell*intemo 
del campo dato, si dirà che la soa area intema è nolla. 
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È noto, p. e., come si dimostri in geometria elementare che se 
la figura data è un cerchio, il limite superiore delle aree dei poligoni 
intemi coincida col limite inferiore delle aree dei poligoni che com- 
prendono il cerchio, e che quindi il cerchio abbia un'area paragona- 
bile alle aree poligonali. Se si immagina il campo formato dai punti 
del piano la cui distanza da un punto fisso è razionale (rispetto ad 
una lunghezza ^1) e minore di 1, si avrà un campo piano la cui 
area intema è nulla, e la cui area eterna vale l'area del cerchio 
di raggio 1. 

4. Alle aree cosi definite si possono estendere alcune proposizioni 
che si riferiscono alle aree piane. QoA è noto che se si proietta orto- 
gonalmente un'area piana poligonale sopra un secondo piano, Tarea 
proiezione è eguale all'area proiettata moltiplicata pel coseno del- 
l'angolo dei due piani. Sia ora A un campo piano qualunque, e sia 
A' la sua proiezione ortogonale su d'un secondo piano che fàccia 
col primo l'angolo a. Ogni poligono P contenente nel suo intemo il 
campo A si proietta secondo un poligono P' contenente nel suo in- 
terno A^ e viceversa, ogni poligono F' contenente A' è la proiezione 
d'un poligono P contenente A. Ma l'area del polìgono P' è eguale 
all'area di P moltiplicata per cosa; quindi il limite inferiore delle 
aree dei poligoni P' è eguale al limite inferiore delle aree dei po- 
ligoni P moltiplicato per cosa. Ma il limite inferiore delle aree dei 
polìgoni P è l'area esterna di A, il limite inferiore delle aree dei 
poligoni P' è l'area estema di A' ; dunque l'area esterna della proie- 
zione d'un campo datò vale l'area esterna di questo campo moltipli- 
cata per cosa. In modo analogo si dimostra che l'area intema deUa 
proiezione del campo vale l'area intema di questo campo molti- 
plicata per C05 a. Se il campo che si proietta ha un'area parago- 
nabile alle poligonali, ossia se coincidono le aree estema ed intema, 
si deduce che lo stesso avviene per la sua proiezione, e l'area proie- 
zione è eguale all'area proiettata moltiplicata pel coseno dell'angolo 
che tBLxmo i piani delle due aree. 

Come applicazione, se si proietta un cerchio di raggio a su d'un 
piano che faccia col primo l'angolo a, si otterrà un'ellisse i cui 
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semiassi sono a e &=a co^a; e poiché l'area del oerohio vale na*, 
Tarea deirellisse vale nà^ oos(^=ir^(0; ossia Tarea i'wn ellisse 
è eguale (^ITares^ elei oerpkio il cui raggio si^ la media 
geometrica fra i semis^ssi 46lla ellisse. 

In modo analogo si dimostra ohe in due figure piane simili le 
aree (esterne, o interne, o propri^) stanno come i quadrati elei lati 
omologhi. 

5. Volumi. Abbiasi un campo di punti nello spazio. Ui^ punto si 
dirà interno al campo se esiste una sfera di centro il punto con- 
siderato, \aLÌB ohe tutti i punti interni ad essa appartengano ai campo. 
Se invece esistte una sfera di centro il punto considerato e di cui 
tutti i ponti i^oB appartengono al campo, questo punto si dirà estermo. 
Un punto né interno né esterno si dirà punto Hmtte. I punti li- 
miti formano un campo, <^he dicesi campo limite, o contorno del 
campo dato. 

Dato un campo A, potremo in generale immaginare dei solidi 
f(»inati da prismi (e che diremo so^di prismatici), i quali contengano 
nei loro ii^terno A, e dei solidi pure prismatici, intemi ad A. Se il 
limite inferiore dei volumi dei primi solidi coincide col limite supe- 
riore dei volumi dei secondi, al loro valore comune si darà il nome 
di volume del campo dato ; e si dirà anche che il campo dato ha un 
volume paragonabile coi volumi di prismi. 

Ma se questi volumi non coincidono, chiameremo volume estemo 
del campo il limite inferiore dei volumi dei solidi prismatici con- 
tenenti il campo dato, e chiameremo volume intemo il limite su- 
periore dei volumi contenuti neirinterno di esso campo. Potrebbe 
avvenire che non esista alcun solido prismatico contenente il campo 
dato, e allora si dirà che il volume esterno di quel campo ò infi- 
nito; e se nessun solido è contenuto nel campo, si dirà che il suo 
volume interno è nullo. 

Se da un solido composto di prismi, contenente nel suo interno 
il campo A, si toglie un solido analogo contenuto in A, si avrà un 
nuovo solido ohe contiene i punti limiti di A, e il cui volume è la 
differenza dei volumi dei due solidi precedenti. Se questa differenza 
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si può rw4er6 tanto piccola guanto ai yuqIc» U limite ififeriore dei 
primi aaiidi è eguale al liinite superjope dei secondi, e yiceyeraa. 
Quindi» afflncl^ò u^ campo ab)ùa un volume paragonabile coi prisma- 
tici, è nei^easario e sufficiente cbe si possa formare un solido prisma- 
tico, il cui volume aia piccolo ad arbitrio, e cbe contenga nel suo 
interno il contomo del campo dato. 

È noto dalla geometria elementare come si dimostri pei solidi più 
comuni, come tetraedri e poliedri in generale, sfera, ecc. cbe il loro 
volume è paragonabile con quello dei solidi prismatici. 

Si osservi poi, sia a proposito dei volumi cbe delle aree, cbe se una 
grandezza a è il limite superiore d^un sistema di grandezze &, e se 
og^i grandezza & è il limite superiore di c^*te grandezze e, la gi'an- 
dezza a è pure il Umite superiore delle grandezze o; e se a è il 
limite inferiore d*un sistema di grandezze &, e ogni grandezza b ò 
limite inferiore di altre grandezze e, sarà a il limite inferiore delle e. 
Quindi, poicbè Farea d*un eercbio, o d*una figura limitata da linee 
rette e da arcbi circolari, è ad un tempo il limite superiore delle 
aree dei poligoni interni ad essa, e il limite inferiore delle aree po- 
ligonali cbe la contengono, si deduce cbe Inarca intema d*una fi- 
gura qualunque è ancbe il limite superiore di tutte le aree piane 
contenute in essa, e limitate da linee rette o da arcbi circolari <o 
in generale da linee cbe racciiiudono aree paragonabili alle poligo- 
nali); lo stesso si può dire per le aree esteme. 

Ancora, siccome è fedle il vedere cbe Tarea d'un pcdigono è il 
limite superiore delle aree di figure inteme ad esso, e composte di 
tanti rettangoli avrati due lati paralleli ad una retta fissa, ed è 
il limite inferiore delle aree di %ure analogbe, cbe contengono il 
potigono dato, cosi si deduce che Tarea intema d'un campo qua- 
lunque è ancbe il limite superiore delle aree di figure composte 
di rettangoli aventi una coppia di lati paralleli ad una retta fissa, 
e intemi al campo dato, e cbe Tarea estema dello stesso campo è 
il Umite infioro delle aree di figure analc^be contenenti il campo 
dato. 

Analogamente si può ooncbiudere cbe p. e. il volume intemo d'un 
campo qualunque è ancbe il limite superiore dei volumi di solidi 
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limitati da piani qualunque, o da superficie sferiche, o cilindriche, 
o coniche, ecc. (i quali solidi sono più generali di quelli impiegati 
nella deflnizioneX e che esso è pure il limite superiore dei volami 
di solidi formati da tanti prismi retti, le cui altezze siano parallele 
ad una retta fissa (solidi meno generali di quelli impiegati nella 
definizione). 

6. Ai volumi cosi definiti potremo estendere alcuni teoremi che 
si dimostrano in geometria elementare per solidi particolari. 

Sia A una figura piana; per ogni punto ^di A si conduca una 
retta parallela ad una retta fissa. Il solido formato dalFinsieme di 
queste rette, e compreso fra il piano della figura A ed un suo pa- 
rallelo, è un prisma se A è un poligono; noi lo chiameremo in ge- 
nerale cUtndro. Il volume (proprio, o estemo, od intemo) di questo 
cilindro è eguale al volume del prisma avente per base un*area po> 
ligonale eguale all'area della figura A (o propria, o esterna, od in- 
temaX e compreso fra gli stessi piani paralleli. Infatti si immagini 
un poliedro interno al cilindro in questione. Se per ogni punto di 
questo poliedro si conduce la parallela alla generatrice del cilindro, 
compresa fra le due basi, si otterrà, come luogo di queste rette, un 
prisma, maggiore o eguale al poliedro dato, e la cui base è un po- 
ligono interno ad A. Ma il limite superiore dell'area di questo poli- 
gono è l'area intema di A; il limite superiore dei volumi di quei 
poliedri è il volume intemo al cilindro; dunque il volume intemo 
del cilindro è eguale al volume del prisma avente per base l'area 
interna della base del cilindro, e la stessa altezza. Lo stesso si può 
dire del volume estemo, e del volume proprio, ove esista. 

Se A è una figura piana, e Y un punto lEùori del piano, il luogo 
delle rette (terminate) che vanno dal punto Y ai punti di A ò un 
solido, che è una piramide, se A è un poligono, e che in generale 
dicesi cono. Si dimostrerà in modo analogo che il volume del cono 
è il terzo del volume del prisma avente una base eguale in area a 
quella di A, e la stessa altezza. 

Siano A una figura piana, r una retta parallela al piano di A, e 
7T un piano qualunque. Il luogo delle rette parallele al piano tr che 
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passano pei punti di A e incontrano la retta r, queste rette essendo 
comprese fra il piano A e la retta r, è un solido detto conoide. II 
suo volume (proprio, o estemo od interno) è eguale alla metà del 
volume del prisma avente per base un*area eguale alFarea di A 
(propria^ o esterna od interna) e per altezza la distanza della retta 
r dal piano della figura A. La cosa è evidente se la figura A è un 
parallelogrammo avente due lati paralleli ad r, e gli altri due pa- 
ralleli airintersezione dei piani tt e A. Lo stesso avviene se la fi- 
gura A è la somma di più parallelogrammi di tal fatta. Se la figura A 
è qualunque, si immagini una figura B interna ad A e composta 
di tanti parallelogrammi della specie descritta, e il conoide dì base B. 
Sarà il limite superiore delle aree B eguale all'area intema di A; 
il limite superiore dei conoidi di base B eguale al volume interno 
del conoide di base A ; e poiché il conoide di base B vale la metà 
del prisma di egual base e di eguale altezza, si deduce che il vo- 
lume intemo del conoide di base A è la metà del volume del prisma 
di base eguale alFarea interna di A, e di egual altezza. Lo stesso 
vale pel volume esterno, e pel volume proprio. 

7. Lunghezza di archi curvilinei. Dato un arco continuo AB, 
lo si decomponga in parti, che siano nuovi archi continui, e si dispon- 
gano queste parti Tuna dopo Taltra in modo da formare una nuova 
linea continua. La distanza dei punti estremi di questo nuovo arco 
dipenderà in generale dal modo con cui si è diviso Parco AB e dal 
modo con cui si dispongono queste parti. Al limite superiore di questa 
distanza (ove esista) daremo il nome di lunghezza dell'arco dato. 
Dire che un arco ha una lunghezza significa che esiste questo li- 
mite superiore. 

È chiaro che, decomposto l'arco AB in parti, converrà di disporre 
queste parti in modo che la distanza degli estremi della curva ot- 
tenuta sia massima, il che si otterrà facendo in modo che gli estremi 
di tutti questi archi parziali siano in linea retta; ed allora la di- 
stanza fra gli estremi dell'arco cosi ottenuto è la somma delle corde 
che sottendono gli archi in cui si è decomposta la linea data. Quindi 
la lunghezza d'un arco è il limite superiore delle lunghezze delle 

FxAjio, Ge<»n. Jnftn. 11 
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linee poligonali i cui estremi sono gli estremi deirarco, ed i cui 
vertici sono punti successfoi delFarco. 

Si deduce immediatamente dalla definizione, che la lunghezza d'un 
arco, la quale è il limite superiore delle lunghezze delle linee poligo- 
nali i cui estremi sono gli estremi dell'arco e i cui vertici sono punti 
successivi dell'arco, è maggiore delle lunghezze di queste linee po- 
ligonali. Come caso particolare, la lunghezza d*un arco (continuo) è 
maggiore della sua corda. 

Teorema. Se mentre un punto P percorre una linea AB 
da A in B, le sue tre proiezioni P' P" P"' fatte su tre 
assi Ox Oy Oz, ogni proiezione essendo fatta parallela- 
mente al piano degli altri due assi, percorrono rispet- 
tivamente i segmenti A'B', A"B", A'"B'" sempre muoven- 
dosi nello stesso senso, la lunghezza dell'arco AB è 
minore della somma delle lunghezze delle sue proie- 
zioni A'B', A"B", A"'B'". 

La cosa è evidente se la linea AB è retta, perchè essendo il 
segmento AB equipollente alla risultante dei segmenti A'B', A^'B", 
A'"B'", sarà grAB<ffr AJB' +^ A"B" +gr A'"B'". 

Se la linea è una spezzata AGDB, sarà grAQ <ffrk'G +^rA"C" 
-f ^A'"G'"; ffrdXgrGB'+ffra'iy' + C"'D'"; ^rDB < ^D'B' + 
^rD^B^ + ^D^'B'"; quindi sommando, ed osservando che grMC 
-\-0rGiy -{-griy& =grMB\ e formule analoghe, si deduce che la 
lunghezza della spezzata è minore della somma delle lunghezze delle 
sue tre proiezioni. 

Se la linea è qualunque, si immagini una spezzata, i cui estremi 
siano A e B, e i cui vertici siano punti successivi dell'arco. La sua 
lunghezza sarà minore di ^A'B'-|-^rA"B"+^^A.'"B'"; e poiché 
il limite superiore della lunghezza di questa spezzata è la lunghezza 
dell'arco, si deduce che la lunghezza dell'arco è minore della somma 
delle sue proiezioni. 

Teorema. Se un arco curvilineo ha in un suo punto P 
la tangente, e se questa è il limite della retta che con- 
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igiunge due punti qualunque della curva, quando questi 
tendano a P, il rapporto d'un arco della curva alla sua 
<^orda^ ove gli estremi di questo arco tendano a P, ha 
per limite l'unità. 

Infatti, si determini un arco QR nelle vicinanze di P, in modo 
>che ogni retta che unisce due punti di quest'arco &ccia colla tan- 
gente in P un angolo minore d'un angolo € fissato piccolo ad ar- 
bitrio. Sia e la corda dell'arco QR; si decomponga quest'arco in 
parti, le cui corde siano c^c^'-'Cn^ Si proiettino queste corde sulla 
corda QR; detti a, a^ . . . On gli angoli che esse &nno con questa 
retta, sarà 

C = C^ COSa^ + C^ COSO^ -f . . . -f Cu COSOn- 

Ora, poiché gli angoli che le corde e c^ e, . . . Cn fanno colla tan- 
gente in P sono minori di e, gli angoli a^ a^ . . . On saranno minori di 
2e; quindi si deduce 

e < Cj + c« + • • • + ^» c>iCi-\'<^i'^"' + Cn) cotóc ; 
ovvero, dividendo l'ultima per cos2e (supposto 2€ < ^ ) 



Ci+C,+ ... + Cn < 



c 



cos2€' 



Perciò la lunghezza s dell'arco QR, che è il limite superiore della 
somma Ci+c^ + ...-{- Cn soddisferà pure alle stesse diseguaglianze 

€<s, c> scotòe; ossia — < 1, e — > cotóe. E poiché l'angolo 

' 5 

€ si può prendere piccolo ad arbitrio, col prendere gli estremi del- 

l'arco sufficientemente prossimi a P, 'si conchiude Itm — = 1, e. v. d. 

Sarà utile il ricordare a questo proposito la proposizione a pag. 59 : 

« Se il punto P è funzione della variabile ^, ed ha derivata prima 

continua e non nulla, la tangente alla curva descritta da P è anche 

il limite della congiungente due punti qualunque della curva, quando 

questi tendano a P ». 
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8. Aree di soperfigie non piane. Abbiasi una superficie gua- 
lunque. Proiettandola ortogonalmente sopra un piano avremo una 
figura piana ; supporremo che questo abbia un'area propria, e che 
la superficie data si possa decomporre in parti che godano della 
stessa proprietà. 

Si scomponga la superficie data in parti e, dopo averle trasportate 
comunque nello spazio, si proiettino queste ortogonalmente su d^uno 
stesso piano. La somma delle aree di queste proiezioni sarà un'area 
piana, variabile col variare del modo di divisione della superficie 
e del modo con cui si dispongono queste parti. Il limite superiore 
dei valori di quest'area piana si dirà Varea della superficie data. 

Si deduce immediatamente dalla definizione che Tarea d'una su- 
perfide qualunque è maggiore della sua proiezione ortogonale su 
d'un piano qualunque. 



§ 2. Funzioni distributive d'nn campo. 



9. Se un campo A è decomposto in parti A^, A„ ... A» esso si 
dirà somma delle sue parti, e si scriverà 

A = Aj -|- Aj -|" • • • "h A*. 

Un campo dicesi chiuso, se tutti 1 punti limiti del campo appar- 
tengono ad esso. 

Un campo dicesi finito, se la distanza d'ogni punto del campo da 
un punto fisso non può superare una certa grandezza finita. È chiara 
che se un campo è finito, si potrà determinare un parallelepipedo 
nel cui interno si trovino tutti i punti del campo proposto. 

Fra le proprietà, o qualità, che possono avere i campi, alcune 
sono tali che se un campo ha una di esse, decomponendolo in più 
parti, una almeno di queste parti ha la stessa proprietà. Cosi 
se il campo ha la proprietà di contenere infiniti punti, decompo- 
nendolo in parti, una almeno di queste parti dovrà avere la stessa 
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proprietà di contenere infiniti punti. Ci sarà utile la proposizione 
ohe segue: 

Teorema. Se g è una qualità che possono avere dei 
campi, tale che se un campo ha la proprietà q, de- 
componendolo in parti, una almeno di queste parti 
abbia la qualità q, allora, se un campo finito A ha 
la proprietà q, esiste un punto P (appartenente o al 
campo dato o al suo campo limite) tale che, fissata 
ad arbitrio una lunghezza r, si può sempre deter- 
minare un campo, parte di A, i cui punti distano da 
P meno di r, e il quale ha pure la qualità q. 

Invero, riferiti i punti del campo a tre assi cartesiani, e dette 
X y z le coordinate d*un punto, poiché il campo è finito, i valori 
di queste coordinate sono compresi entro limiti finiti, che diremo 
(a, a'), (&, V) (e, (f) ; il campo proposto sarà compreso entro il paral- 
lelepipedo formato dai piani di equazioni a?=a, x=a'; y = by 
yz=V ; z:=c, z = (/. Si dividano gli spigoli del parallelepipedo in 
n parti eguali, e pei punti di divisione si conducano i piani paral- 
leli alle &ccie di esso. Si avrà decomposto il parallelepipedo dato 
in n^ nuovi parallelepipedi, i cui spigoli sono Vn^ parte degli spi- 
goli del primo ; e il campo dato risulterà pure decomposto in parti, 
il cui numero sarà o n', o minore di n' (il che avviene quando al- 
cuno di questi parallelepipedi non contenga alcun punto del campo). 
Quindi, in virtù delle ipotesi fktte, una almeno di queste parti gode 
della proprietà q; il campo parziale, che ha la proprietà q, sia 
quello compreso nel parallelepipedo, i cui piani hanno per equazioni 
x=ai, x=a\\ |/ = &i, y = l)\; z = Ct, z:=z(fi\ sarà a^^ a, 

a\ 5 a'; &i ^ &, V^^V\ c^'S e, c\ ^ e; e a\ — a^= - {a! — a), 

&/ — &4 = — (y — 6), e*, — C4 = — (e' —e). Si operi su questo 

nuovo campo come si è operato sul proposto; si troverà un nuovo 
campo avente pure la proprietà g, e in cui le coordinate dei punti 
sono comprese Ara a^, a',; &j, l>\\ c^, d^\ e cosi via. 
Le quantità a, a^, a,, ..., quando variano, vanno crescendo, e le 
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dy a\y a', . . . vanno decrescendo ; e poiché le diflTerenze d — a^ 
a\ — a,, a', — a„ ... vanno diminuendo indefinitamente, esse ten- 
dono verso un limite Xq\ analogamente le quantità &, &i, &«,'•* e 
y» &'i» &', ... tendono ad uno stesso limite i/o, e le e, c^, c„ ... e 
e', c'i, c't, ... verso z^. Dico che il punto P di coordinate x^, y^, Zq 
gode deUa proprietà enunciata. Invero, fissato ad arbitrio r, si de- 
termini n cosi grande che tutti i punti le cui coordinate sono com- 
prese fra Ony a'n \ ì?th Vn'j Cn, (fn, distiuo da P meno di r (per il che 
basta prendere n in guisa che le differenze Xq — a«, a'n — x^; 

Vo — &••> b'n — I/o» ^0 — ^» (^n — ^0» ^^® hanno per limiti zero, siano 

1 
minori di ^ r). Allora i punti del campo proposto, le coordinate dei 

quali sono compresi negli stessi intervalli, distano da P meno di r,. 
e formano un campo avente la proprietà q. 

GoROLLARii — 1° Se il campo finito A ha infiniti punti, esiste 
un punto P tale che, fissato ad arbitrio r, si può determinare un 
campo, parte di A, i cui punti distano da P meno di r, e che ha 
pure infiniti punti. 

2^ Se U è una grandezza flmzione della posizione d'un punto P, e 
se ^ è il limite superiore dei valori di U corrispondenti ai punti 
d'un campo finito A, esiste un punto P tale che, fissato ad ar- 
bitrio r, si può determinare un campo, parte di A, i cui punti di- 
stano da P meno di r, e che il limite superiore dei valori di U 
corrispondenti ai punti di questo campo è ancora l. 

3^ Se U è una grandezza funzione continua della posizione del 
punto P, data in un campo finito e chiuso, essa assume in questo 
campo il suo massimo ed il suo minimo valore. 

4° Se tutti i punti del campo finito e chiuso A sono intemi al 
campo B, si può determinare una lunghezza r in guisa che ogni 
punto, che disti da qualche punto di A meno di r, appartenga 
a B. 

10. Una grandezza dicesi funzione d'un campo, se ad ogni campo, 
o assolutamente arbitrario o obbligato a certe condizioni, corri- 
sponde un valore di quella grandezza. 
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Una grandezza dìcesì funzione distributiva d*un campo, se il 
valore di queUa grandezza corrispondente ad un campo è la somma 
dei valori di essa corrispondenti alle parti in cui si può decomporre 
il campo dato. 

Qosì, se i campi che si considerano sono segmenti d'una retta, 
o archi d*una linea, la loro lunghezza è una finzione distributiva, 
perchè la lunghezza d*un arco è la somma delle lunghezze delle 
sue parti. Se i campi che si considerano sono figure piane aventi 
aree proprie, l'area d'un campo è funzione distributiva, perchè l'area 
d'una figura è la somma delle aree delle sue parti ; e cosi via per 
le aree di superficie qualunque, e pei volumi. 

La lunghezza del campo comune ad un campo variabile e ad una 
retta fissa è funzione distributiva di quel campo; l'area del cono 
che proietta da un punto fisso un arco variabile è funzione distri- 
butiva di quest'arco, ecc. Se i campi che si considerano sono corpi 
materiali, la massa d'un corpo è una grandezza fisica funzione di- 
stributiva dì esso, perchè la massa d'un corpo è la somma delle 
masse delle sue parti. 

Ma il quadrato della lunghezza d'un arco non è funzione distri- 
butiva di esso, poiché questo quadrato è minore della somma dei 
quadrati delle lunghezze delle parti dell'arco. 

Due funzioni distributive d'uno stesso campo diconsi anche, con 
Cauchy, coesistenti. La ragione di questo nome si è che, quando 
runa si annulla, in generale si annulla pure l'altra. 

il. Ad un campo variabile si possono far corrispondere, oltreché 
grandezze, anche altri enti; e se questi sono sommabili, come av- 
viene se sono segmenti, o campi, si potrà estendere loro la defini- 
zione di funzione distributiva. 

Indicheremo con segni (lettere) le funzioni distributive. Cosi con 
ffrA intenderemo la grandezza del campo A, cioè la sua lunghezza, 
area, o volume, a seconda del numero delle sue dimensioni. Sia 
a il simbolo d*una funzione (o operazione) distributiva, e a(A), ov- 
vero, più semplicemente, aA il valore di questa funzione corri- 
spondente al campo A. La proprietà distributiva è indicata dalla 
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forinola 

a(A + B) = aA + aB, 

ove A e B sono campì. 

Se a e p sono i segni di due operazioni distributiye, e se aA e 
PA sono sommabili (il che avviene se sono numeri, o grandezze 
omogenee, o campi, o segmenti, ecc.) ad ogni campo A si può far 
corrispondere il valore aA-f-PA, che indicheremo anche con (a+P)A. 
L'operazione indicata col simbolo a + p è pure distributiva. Invero 
si ha, per definizione (a + p) CA + B) = o(A + B) + p(A + B) ; e 
poiché a e p sono operazioni distributive, 

(a + p)(A + B)=:aA + aB + pA + pB 

= (a + P)A + (a + p)B, 

il che dimostra la proprietà distributiva deiroperazione a-)-P- 

Il prodotto di aA per un numero m, che indicheremo con moA, 
è pure funzione distributiva, poiché 

* 

ma(A + B) = 7n(aA -(- aB) = mak + maB. 

Se a è il simbolo d*^na operazione distributiva d*un campo A, e 
P è il simbolo d*una nuova operazione distributiva eseguibile su aA, 
sarà paA pure funzione distributiva. Invero si ha Pa(A4-B) = 
P(aA4'aB), a causa della proprietà distributiva di a, e =paA-f paB, 
a causa della proprietà distributiva di p, il che dimostra la proprietà 
distributiva deiroperazione pa. 

Si osservi che se ^r è un numero, ed j/ = /T[a7) è una funzione 
numerica continua di x avente la proprietà distributiva, ossia tale 
che /(a?, + a?j) = f{x^) -f- f{^t\ allora f{a)) è il prodotto di x per 
un numero costante a (V. Calcolo, pag. 28, 9'). 

12. Sia x=za}{A) una grandezza, funzione distributiva del campo A. 
Supporremo che ad ogni campo che si considera corrisponda sempre 
un valore di x positivo e mai nullo ; questo avverrà se si & p. e. 
x(A)=igrA., e si considerano solamente quei campi la cui gran- 
dezza non è nulla. 
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Sia y=y(A.) una seconda funzione distributiva del campo A; sicché 
a) e y sono grandezze coesistenti. Preso un campo qualunque nelle 
vicinanze d'un punto P, siano Ay e Aa? i valori corrispondenti di 

y ed X, e si immagini il loro rapporto ^ col che intenderemo o 

il rapporto delle due grandezze, se esse sono omogenee, ovvero il 
rapporto dei numeri che le misurano. 

Diremo che, in un punto P, il rapporto delle due 
funzioni distributive ^ ed a; d*un campo vale p, se p 
è il limite verso cui tende il rapporto dei valori di 
queste funzioni, corrispondenti ad un campo di cui 
tutti i punti si avvicinano indefinitamente a P. 

Indicheremo alcune volte che p è il rapporto delle funzioni y 
ed X nel punto P colla notazione, analoga a quella delle derivate, 

p = (^|p ovvero anche p =^' o dy = pdx. Se p è il rapporto 

di y ed a; nel punto P, diremo anche che, in questo punto, la fun- 
zione y è eguale alla funzione x moltiplicata per p. Il numero p 
varierà in generale col variare del punto P^ e sarà una funzione 
della posizione di P. 

Vedremo fra breve molti esempi di questi rapporti. Per ora ci 
limiteremo al seguente. Se i campi che si considerano sono corpi 
materiali, a; è il loro volume, e ^ la loro massa, il rapporto della 
massa al volume d'un campo dicesi la densità media di esso. Se 
questo rapporto è costante, quel corpo è omogeneo; se variabile, 
esso è eterogeneo, e dicesi appunto densità del corpo in un suo 
punto il limite del rapporto della massa al volume d'un campo di 

cui tutti i punti si avvicinano al dato, ossia il rapporto ^ in quel 

punto. 

É chiaro che se, nel punto P, il rapporto di {/ ad a; ha un ra- 

1 
lore p, non nullo, il rapporto di a? ad j/ vale - : 



dx 


1 




dx 
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se i rapporti delle funzioni y e z alla x valgono p e a, il rapporto 
di y+z alla x vale p±(y: 

cte (io? — da? ' 

se il rapporto di 2r ad ^ vale p, e quello di y ad a? vale a, il rap- 
porto di ^ ad a; vale pa: 

dz ds dy ^ 

dx dy dx^ 

se ^ = p, ed m è un numero costante, sarà -r-^ = wp, ossia : 

ax ax 

dmy dy 

dx dx 

13. Teorema. Se il rapporto p delle funzioni distribu- 
tive t/ ed 0? in ogni punto d*un campo finito e chiuso S 
è minore d*un numero M, e maggiore di m, anche il rap- 
porto dei valori di y ed o^ corrispondenti ad un campo A, 
parte di S, sarà compreso fra M ed m: 

m<^^<M. 

x[A) 

Infatti, pongasi per assurdo che sia ^~ >M, ossiaj/(A)>Mit'(A). 

Si divida il campo A in parti A = A^ + A.». Corrispondentemente 
ad una di queste parti dovrà essere il rapporto dei valori delle y 
e X maggiore di M, poiché se fosse i/(A,) < Ma?(A,) e i/(A,) < Maj(A,), 
sommando si ricaverebbe y(A,) + y(A,) < M[x{A.^) -|- a<A,)] , ov- 
vero y{A) < Ma:(A), il che è contrario all'ipotesi fatta. Dunque la 

proprietà d'un campo A d'essere =^. > M è tale che, se A ha questa 

proprietà^ dividendolo in parti, una di queste ha la stessa proprietà. 
Pertanto in virtù del teorema del N. 9, esisterà un punto P tale 
che, fissata ad arbitrio una lunghezza r, si può determinare un 
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campo £ik in modo che i suoi punti distino da P meno di r, e pel 

quale ^ > M. Ora questo è assurdo, poiché, siccome ^ | 

tende ad un limite p < M, si può determinare una lunghezza r in 
guisa che, per ogni campo AA i cui punti distano da P meno di r, 

sia ^^ . I < M. Dunque non può essere il rapporto ^jt^ maggiore 

di M. 

Nello stesso modo si dimostra che questo rapporto non può es- 
sere minore di m, e cosi si conchiude che esso è compreso fra M 
ed m. 

Corollario I. Se il rapporto p delle due funzioni distributive y 
e ^ è costante in ogni punto del campo S, anche il rapporto dei 
valori dì y eà X corrispondenti ad un campo qualunque A, parte 
di S, è eguale a quel valore costante di p. 

Infatti, il rapporto ^—^ è minore d*ogni numero maggiore di p, 

e maggiore d*ogni numero minore di p; dunque esso vale p. 

Corollario II. Se il rapporto dìy eàxèìn ogni punto di S nullo, 
sarà sempre nullo il valore di y corrispondente ad un campo qua- 
lunque parte di S. 

Corollario III. Sei rapporti delle funzioni y e z alla x sono 
eguali in ogni punto, i valori di queste funzioni corrispondenti ad 
un campo qualunque sono pure eguali. 

Basterà applicare il corollario precedente alla funzione z — y. 

14. Teorema. Il rapporto P= j| delle due grandezze 

coesistenti ^ e ^, in un punto, è funzione continua 
del punto. 

Invero, sia P un punto del campo, e sia p(P) il valore corrispon- 
dente di p. Fissato ad arbitrio un numero €, si potrà determinare 
una lunghezza r in guisa che, preso un campo qualunque AA i cui 

punti distìno da P meno di r, il rapporto ,^ /, dei valori corri- 
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^pondenti dì y ed j? differisca dal suo limite meno di €, cioè sia 
compreso fra p + e e p — e. 

Sia ora P' un punto che dista da P meno di r, e sia r' < r — 
ffrPF\ Sia AA un campo di purfli che distano da P' meno di r^; 

questi punti disteranno da P meno di r, e perciò sarà ^ com- 
preso fra p + € e p — €. 
Ma, col tendere di r' a zero, il rapporto ^tttt tende verso il li- 

mite p (P') = p' ; e poiché quel rapporto è compreso fra p + € e 
p — e, anche il suo limite p' sarà compreso entro le stesse quantità, 
e quindi la differenza p' — p è minore di €. Pertanto, fissato piccolo 
ad arbitrio un numero €, si potè determinare una lunghezza r tale 
che il valore di p corrispondente ad un punto qualunque P', che 
dista dal punto fisso P meno di r, differisca dal valore di p corri- 
spondente al punto P meno di e; quindi p è funzione continua del 
punto P. 



§ 3. Applicazioni. 



15. Ecco alcune applicazioni delle proposizioni che precedono. 

Se, in un piano fisso, da ogni punto M d*una retta AB, si con- 
ducono, normalmente ad AB, e sempre da una 'stessa parte di 
essa, due rette MN e MP, la prima costante in lunghezza, e Taltra 
la cui lunghezza, variabile con M, sia funzione continua di M; allora, 
se M percorre un segmento su AB, la retta MN genera un rettan- 
golo di area Arr, e la retta MP genera una figura, di area (esterna 
od interna) Ay; Ao? e Ay saranno evidentemente funzioni distri- 
butive del campo descritto da M. Dico che, per ogni posizione di M, 
il rapporto fra le due aree descritte da MP e MN, ossia il limite 

del rapporto ^, ove tutti i punti del campo descritto da M si av- 
vicinino ad un punto fisso, vale il rapporto delle lunghezze delle 
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rette MP e MN che descrivono questa aree: 

dy _ MP 
dx~ìliK 

Infatti, sia Ac il campo, parte di AB, descritto di M. Dette /^ e l^ 
due lunghezze, la prima minore e l'altra maggiore delle lunghezze 
di MP corrispondenti ai punti del campo Ac, sarà il rettangolo di 
hase Ac e di altezza l^ parte della figura descritta da MP, e quindi 
la sua area minore di A^; ma questa figura descritta da MP è 
parte del rettangolo di hase Ac, e di altezza /,, e quindi Tarea Ay 
è minore dell'area di questo rettangolo. 

Ora i rapporti delle aree dei rettangoli di hasi Ac e di altezze l^ 
e /, all'area Aor, che è pure un rettangolo di base Ac, e di al- 
tezza MN, sono eguali ai rapporti delle altezze :r~, e j^^. Quindi 
sarà anche 



MN ^ Aa? ^ MN* 

E siccome la lunghezza della retta MP [è funzione continua 
di M, potremo supporre i punti del campo Ac cosi prossimi 
ad M che le lunghezze l^ ed l^, le quali comprendono le lunghezze 
delle perpendicolari MP nei punti di Ac, differiscano da quella 
corrispondente al punto considerato M tanto poco quanto si vuole; 

quindi anche ^ differirà da ™ tanto poco quanto si vuolev 



ossia 



^^^ 4y = ^ := ^. 

Ao; dx MN 



Da questa proposizione possiamo dedurre alcune conseguenze. 
aj Se, nel piano fisso, da ogni punto M della retta terminata 
AB si conduce una retta MP, normale ad AB, rivolta sempre dalla 
stessa parte di AB, e la cui lunghezza, variabile con M, sia fun- 
zione continua di M, la figura descritta da MP, mentre M percorre 
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il segmento AB, o una sua parte qualunque, ha un'area propria, 
ossia il limite superiore delle aree dei poligoni interni ad essa è 
eguale al limite inferiore delle aree dei poligoni che la contengono 
nel suo intemo. Invero, nelle ipotesi fatte, Tarea esterna e Tarea 
interna hanno, in ogni punto M di AB, colFarea A^ rapporti eguali, 
e quindi sono eguali. 

bj Se, nel piano fisso, da ogni punto M della retta AB si con- 
ducono normalmente ad AB due rette MN ed MP, variabili amendue 
in lunghezza, e funzioni continue di M, ii rapporto delle aree de- 
scritte dalle due rette sarà, in ogni punto M, eguale al rapporto 
delle lunghezze delle rette mobili. 

cj Se, nel piano fisso, da ogni punto M di AB si conducono, 

normalmente ad AB, una retta MN funzione continua di M, ed 

MP 
una seconda retta MP tale che il rapporto ^ sia costante, anche 

le aree descritte da MP e MN, mentre M percorre un campo qua- 
lunque^ hanno fra loro questo rapporto costante. 

dj Se, nel piano, da ogni punto M di AB si conducono, normal- 
mente ad AB, due rette MN, MP, le cui lunghezze variino conti- 
nuamente con M, ed una terza retta MQ eguale in lunghezza alia 
somma, o differenza, delle MN e MP, anche Tarea descritta da MQ 
è la somma, o differenza, delle aree descritte da MN e MP. 

ej Cambiando, lettere, e detto u il numero che misura Tarea 
descritta da MP, x il numero che misura la lunghezza del campo 
descritto da M, e ^ la lunghezza variabile MP, supposto ancora di 
prendere la lunghezza costante MN per unità di misura, la formula 
precedente si può scrivere 

du 

— = y, ovvero du = ydx. 

16. In modo analogo al precedente si dimostrano queste altre 
proposizioni : 

1* Se, in un piano fisso, da ogni punto M d'una retta AB, si con- 
ducono, parallelamente ad una retta data OY, due rette MN e MP, 
la prima costante in lunghezza, e l'altra variabile continuamente 
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con M, il rapporto fra Tarea descritta dalla retta MP, all*area de- 
scritta da MN, è eguale al rapporto delle rette MP e MN che le 
descrivono. 

Detto u il numero che misura Tarea descritta da MP, x il nu- 
mero che misurarli campo descritto da M, e ui Tangolo della retta 
AB colla OY, il rapporto fra Tarea p del parallelogrammo descritto 
da MN e la lunghezza del campo descritto da M vale MN^enui; 
quindi 

du du dp MP _ ---. - -_ 

3- = T- j- = ìsìTt MN^ewu) = ìdFsemjj, 

dot dp dx MN 

osrvero^ anche, chiamando y la lunghezza di MP: 



j- zz: 1/ sen uj, du=:ysen{x)dx. 

dx 



2"" Se da ogni punto M d'una figura piana fissa si conducono, nor- 
malmente a questo piano, e sempre da una stessa parte, due rette 
MN e MP, la prima costante in lunghezza, e la seconda variabile 
continuamente con M, il rapporto fra i volumi descritti dalle rette 
MP e MN, mentre il punto M descrive nel piano un campo parte 
della figura data, vale, in ogni punto M, il rapporto delle rette MP 
e MN che li descrivono. Detto v il volume descritto da MP, e v' 

quello descritto da MN, sarà quindi -^ = ^^. 

Se supponiamo che dv e dv^ siano i numeri che misurano questi 
volumi, detto u) il numero che misura Tarea piana descritta da M, 
il volume del cilindro v' è eguale airarea base w moltiplicata per 
Taltezza MN; quindi (2t?'=MN(2u) ; sostituendo si ricava dv=MPduj, 
ovvero anche, fatto MP=^ : 

dv = zdix). 

Z^ Se da ogni punto M d*un arco di cerchio AB si conduce il raggio 
OM, e si porta su esso a partire dal centro un segmento OP la 
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cui lunghezza, variabile con M, sia funzione continua della posizione 
di M sull'arco, se M descrive un arco, parte di AB, il raggio OM 
descriverà un settore circolare, e la retta OP una figura piana (un 
settore curvilineo) ; le aree descritte da OM e da OP sono funzioni 
distributive dell'arco descritto da M, ossia sono grandezze coesistenti. 
Dico che, per ogni posizione del punto M, il rapporto fra le aree 
descritte da OP e da OM è eguale al quadrato del rapporto delle 
lunghezze OP e OM. 

Infatti, siano OP^ e OPg due rette, aventi la direzione della retta 
mobile OM, e le cui lunghezze, fisse, comprendano i valori che as^ 
sume la lunghezza di OP mentre M varia nel campo Ac. Le rette 
OP4 e OPg descrivono due settori circolari, che comprendono l'area 
descritta da OP. Quindi sarà area OP^ < area OP < area OP,. 

Ora le aree descritte da OP^ e da OP, sono settori circolari, si- 
mili all'area descritta da OM; quindi esse stanno come i quadrati 

dei lati omologhi =^ e =~; perciò 



ofl area OP OP^ 
UH* area OM OM*' 



Se ora tutti i punti del campo descritto da M si avvicinano ad 
uno stesso punto M, le lunghezze OP, e 0P„ che comprendono i 
valori di OP, si possono rendere tanto prossime quanto si vuole al 

area OP 

valore di OP corrispondente al punto M. Quindi il rapporto ™ 

si può far differire di tanto poco quanto si vuole da ==, e 



ÓH^ 



,, area OP d area OP DF* 
area OM d area OM OH*' 



Se indichiamo con u il numero che misura l'area descritta da 
OP e con a la lunghezza dell'arco descritto da OM, supposto che 
la lunghezza costante OM sia eguale all'unità di misura, si avrà 
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area OM = ^ a, c^ area DM zzi^da, e quindi,. fatto ancora OP=r. 



du = ^r da. 



4° Se da ogni punto M d'una sfera si conduce il raggio OM, e su 
esso si porta a partire dal centro un segmento OP la cui lun- 
ghezza varii con M, essendo però funzione continua di M; allora 
se M descrive un campo sulla sfera, i volumi descritti da OM e da 
OP sono grandezze coesistenti, ed il loro rapporto è, in ogni punto M, 
eguale al cubo del rapporto delle lunghezze delle rette che li de- 
scrivono. 

La dimostrazione è analoga alla precedente. 

Preso per unità di misura il raggio della sfera (OM = 1), detto v 
il volume descritto da OP, ui Tarea sferica descritta da M, e r la 

1 1 

lunghezza di OP, si avrà voKM = g ui, e? volOì/L = 5 d^; quindi, so- 
stituendo in 

d volOP "OP^ 



dvolOM "~ CMS' 
si ricava 

17. Sia, nello spazio, OX un asse fisso, P un prisma indefinito, 
avente le generatrici parallele ad OX, ed F una figura solida finita. 

Per ogni punto M di OX conducasi il piano TT normale a questo 
asse ; esso incontrerà il prisma P secondo un poligono p, ed il so- 
lido F secondo una figura piana f. Se M percorre un segmento su 
OX, il poligono p descrive un prisma finito, parte di P, e la figura f 
un solido, parte di F, I solidi descritti da i> e da /* sono funzioni 
distributive del campo percorso da M« Dico che se, per una posi- 
zione speciale di M, il piano TT incontra il campo limite di F se- 
condo una figura piana la quale si possa racchiudere con linee po- 
ligonali che comprendano un'area tanto piccola quanto si vuole 

Piamo, Geom. mjin. 12 
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(ossia, se Tarea esterna deirintersezione di TT col campo limite di F 
è nulla), allora il rapporto dei solidi descritti dalle figure f e p è 
eguale, nel punto M, al rapporto delle aree delle due figure fep 
che descrivono quei solidi. 

Infatti, poiché la figura F è finita, potremo immaginare un solido 
poliedrico S, p. e. un prisma avente le generatrici parallele ad OX, 
che contenga nel suo interno F. Facciasi S = F -}- F', ossia chia- 
misi F' il campo formato dai punti di S non appartenenti ad F ; e 
sia L il campo limite di F. Il piano TT incontri le figure solide S, 
F, F', L secondo le figure piane Sy /; T, l; sarà s=^f-\-f. Sia € 
un*area piccola ad arbitrio ; in virtù delle ipotesi fotte, potremo for- 
mare un campo piano e, limitato da linee rette, che comprenda nel 
suo interno il campo ^, e la cui area sia minore di €• 

I punti del campo e appartenenti ad f formano un 'campo [che 
diremo c^, e quelli appartenenti ad T un campo c^, sicché c=^c^ 
+ Cj. Se da /" si sottrae c^ si avrà un poligono q intemo ad f, e 
quindi anche ad F ; e se da ^ si sottrae e, si avrà un poligono q* 
interno ad F'. Quindi, in sostanza, il poligono s è decomposto in 
quattro parti 5 = g + Ci + Ce + g'; q + c^ = f, c^'\-q'=^fyC^ + 
c^ = c; q-^-c è un poligono contenente T, e + ^' è un poligono 
contenente T- 

Si immaginino ancora i prismi indefiniti aventi per basi i poligoni 
q, e, q\ che diremo Q, G, Q'. 

Poiché tutti i punti del poligono q sono interni ad F, potremo 
determinare una lunghezza r^ in guisa che ogni punto distante 
da qualche punto di q meno di r^, appartenga ad F (N. 9, 4*). Per 
la stessa ragione, potremo determinare una lunghezza r^ in guisa 
che ogni punto distante da qualche punto di q^ meno di r, appar- 
tenga ad F'. Sia r la più piccola delle lunghezze r^ e r^. 

Preso su OX un segmento ad arbitrio, di cui tutti i punti distino 
dal punto considerato M meno di r, siano AP, AF, AP, AS, AQ, 
AQ', AG i solidi descritti da fy f, p, Sj q, q\ e mentre M percorre 
quel segmento. Ogm' punto di AQ dista dalla sua proiezione su q 
meno di r; quindi ogni punto AQ appartiene a AF. Per la stessa 
ragione, tutti i punti di AQ' appartengono alla AP. n campo AG 
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si può scomporre in due parti, Tuna formata dai punti appartenenti 
a AF, e che diremo AG^ e Taltra, AG^, formata dai punti appar- 
tenenti a AF'. Quindi si avrà AS = AQ + AG4 + AG, + AQ'; 
AQ + AG, = AF, AG, + AQ' = AF', AG = AG, + AG,. 

Pertanto la figura AF comprende il prisma AQ, ed è compresa 
nel prisma AQ + AG, e il suo volume (esterno od intemo) è 
compreso fra i volumi di AQ e di AQ -f- AG. Ora, poiché i volumi 
di due prismi aventi le stesse altezze stanno come le basì, si ha : 



quindi 



voi AQ area q voi AQ + voi AG area q -#- area c^ 

volAP areajp' volAP areajp ' 



area q voi AF areag + area e 
area^ volAP area^?. 



Ma si ha pure area q < area f < area q + area e; quindi 

volAF ,.«, . , area/* ,. area e . , . ,, ,. 

— TTs differisce da meno di ; e poiché 1 area di e si 

voi AP areap areajp *^ 

può supporre piccola ad arbitrio, si conchiude 



lim 



voi AF area f 

voi AP areap' 



Se indichiamo con v il numero che misura il volume di F, e 
supponiamo che il poligono p, base del prisma P, sia il quadrato 
costrutto sull'unità di lunghezza, detta x la lunghezza del cammino 
descritto da M, e fatto ui = area/; il numero che misura il volume 

At? 

AP é Aa?; quindi /^w^ = u), ossia dv=:iì}dx. 

Ecco alcune conseguenze della proposizione che precede: 
a) Se ogni piano TT incontra il campo limite di F secondo una 
figura piana di area nulla, allora i rapporti dei volumi esterno ed 
interno deUa figura descritta da f al volume descritto da p, sono 
eguali in ogni punto M di OX; quindi i volumi esterno ed interno 
della figura descritta da F mentre M percorre un segmento finito 
qualunque, sono eguali, e quella figura ha un volume proprio. 



^. 
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&^ Se F e G sono due solidi, e per ogni punto M di OX si con- 
duce il piano TT normale ad OX, che incontri i solidi secondo le 
figure piane f e g, supposto sempre che le aree delle figure inter- 
sezioni di TT coi campi limiti di F e G siano nulle, il rapporto fi*a 
i volumi descritti da /* e ^, mentre M varia su OX, vale, in ogni 
posizione di M, il rapporto delle aree delle figure piane f ^ g. 

cj Se ogni piano n normale alVasse OX in un suo punto qua- 
lunque M incontra i due solidi F e G secondo due figure piane 
eguali in area, i volumi dei due solidi, compresi fra due piani TT 
qualunque sono eguali. 

dj Se ogni piano TT incontra i tre solidi F G H secondo figure 
piane tali che la somma, o differenza, delle prime due sia eguale 
alla terza, la somma, o difierenza, dei volumi dei due primi solidi 
è eguale al volume del terzo. 

18. Si dimostrano allo stesso modo, e con maggior facilità, queste 
altre proposizioni: 

l"" Sia F ima figura piana, e nel suo piano sia segnato un 
asse OX. Ck>nducasi per ogni punto M di OX la normale a questo 
asse, la quale incontrerà la figura F secondo un campo rettilineo f; 
si porti su questa normale, a partire da M, un segmento h di lun- 
ghezza costante. Se, per una posizione speciale di M, la normale 
ad OX incontra il campo limite di F secondo un campo lineare di 
lunghezza estema nulla, allora il rapporto dell'area descritta dalla 
figura f, mentre M percorre un segmento di OX, all'area descritta 
contemporaneamente da hy è eguale, nel punto M, al rapporto delle 
lunghezze di /* e di ft che descrivono quelle aree, 

2° Sia F un solido qualunque e ir un piano. Per ogni punto 
M di TI conducasi la normale a tt, che incontrerà F secondo una 
figura rettilinea f; e si porti su questa normale, a partire da M, 
un segmento k costante in lunghezza. Se, per una posizione di M, 
la normale a n incontra il campo limite di F secondo un campo 
lineare di lunghezza esterna nulla, il rapporto fra il volume de- 
scritto da f mentre M descrive un campo nel piano ir, al volume 
descritto da Ar, è eguale, per quella posizione di M, al rapporto 
delle lunghezze di /" e /ir che descrivono quei campi. 
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19. Sia AB un arco curvilineo continuo, e A'B' la sua proiezione 
ortogonale su d'una retta. Supporremo che ogni punto di A'B' sia la 
proiezione d'un sol punto di AB; che la curva abbia in ogni suo 
punto una tangente, la quale si possa considerare come il limite della 
congiungente due punti della linea, che si avvicinano al punto dato ; 
e che l'angolo che questa tangente fa con A'B' non sia mai nullo. 
Ad ogni arco parte di AB corrisponde la sua proiezione, parte di 
A'B', e viceversa; la lunghezza 5 dell'arco e la lunghezza x della 
sua proiezione sono grandezze coesistenti. Dico che, in ogni punto P 
di AB, il rapporto fra la lunghezza dell'arco e la lunghezza della 
sua proiezione è eguale al coseno dell'angolo che la tangente alla 
curva in P fk colla retta A'B'. 

Infatti, preso un arco A^ nelle vicinanze del punto P, e detta e 
la sua corda, e Lx la proiezione su A'B' sia dell'arco che della 
corda, sarà 

Ao; Aa? e 

A5 e As' 



e A«i? 

Ora, per le ipotesi fatte (N. 7), lim-^ = i; il rapporto — vale 

il coseno dell'angolo che la corda e fa colla sua proiezione, ed ha 
per limite il coseno dell'angolo che la tangente in P fa con A'B'. 
Quindi, detto 9 quell'angolo, si conchiude 



lim -^ =z -rr =z cosQ, dx=2cosQdSy ds^=: — -, 



Si deduce da questa formula che, se in tutti i punti dell'arco AB 

l'angolo è compreso fra 9o e O^, il rapporto fra l'arco finito AB, 

1 1 

e la sua proiezione è compreso fra — g- e — - . In particolare , se 

l'angolo 8 è costante, come avviene p. e. nell'elica ove la si proietti 

sul suo asse, il rapporto fra un arco finito e la sua proiezione ha 

1 
il valore costante —r. 

COSQ 
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20. Sia A una superficie qualunque, e B la sua proiezione orto- 
gonale su d*un piano ; supporremo che ogni punto di B sia la pn> 
lezione d'un sol punto di A. Ad ogni parte di A corrisponde una 
parte di B e viceversa, e le aree della figura che si proietta e 
della sua proiezione sono grandezze coesistenti. Dico che, se in un 
punto P di A la superficie ha un piano tangente, e rangole che 
ogni retta che unisce due punti della superficie fa con quel piano 
ha per limite zero, ove i due punti tendano al punto P, allora, 
nel punto P, il rapporto fra Tarea proiezione e Tarea che si proietta 
vale il coseno dell'angolo X che il piano tangente in P fa col piano 
su cui si proietta. 

Infatti, sia a una porzione di superficie situata nelle vicinanze del 
punto P, e tale che l'angolo che una retta qualunque che unisce 
due punti di a fa col piano tangente in P sia minore 6. Sia p la 
proiezione di a su TT. Si proietti ortogonalmente a su d'un nuovo 
piano TT', e sia p' la nuova figura cosi ottenuta. 

Se il piano TT' fosse parallelo a TT sarebbe l'area p' = p. 

Se TT' non è parallelo a TT, sia OX la loro intersezione. Si imma- 
gini un sistema di piani normali ad OX. Uno di essi incontra a se- 
condo una linea s^ e incontra p e p' secondo due rette finite h ed V, 
che sono le proiezioni di s. Detta k la corda di Sy sarà A = Ar cos(A6), 

h'z=zkcos(kh')y e quindi A' = ^ ^^—rrr-. Ma l'angolo fcìi è minore 
della somma dell'angolo che Ar ik col piano tangente in P^ e del- 
l'angolo X che questo piano tangente fa con TT ; quindi ^ < e + X, e 

^'< — / , .V » Ora, variando il punto di OX da cui si conduce il 

COS(€-|-X) ' ^ 

piano normale ad OX, le rette h e h! descrivono le ^ree piane p 

1 
e P', e quindi sarà anche p' < p — ^ . . 

Pertanto, se si proietta l'area a su d'un piano qualunque, o, ciò 
che fa lo stesso, se si sposta nello spazio in modo qualunque la 
figura a, e poi la si proietta su d'un piano fisso, p. e. TT^ si avrà 

per proiezione un'area minore di . 

Si decomponga ora Y area a in parti a = a^ + c^ + ... + an, e 



■» ^■" 
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e siano Pi pj . . . 0n le loro proieziom su TT. Trasportando queste 
parti in modo (qualunque nello spazio, e proiettandole su d*un piano 
fisso, dette P'^ p', .. . p'» le loro proiezioni, sarà 

1 1 

e sommando 



P'i + P', + ." + P'« < (P, + P» + - + P«) ^3i(jr+i' 

ossia 

P\ + P', + ... + P'-<Pi3i^- 

Ora l'area di a è appunto il limite superiore della somma 
P\ + P'« + - + P'» 5 q^di si conchiude 

CI < P n _.. V (i) 

Sappongasi ora che il piano TT' sia il piano tangente alla super- 
ficie in P. Sarà l'angolo kh' < e, e l'angolo */t > \ — € ; quindi 

à' > h —jz : , e P' > p ;r r. 

COS(X — €) ' ^ ^ C08(X — €) 

Ma l'area a è maggiore della sua proiezione P', quindi 

a>p_^?L^. (2) 

Dalle due formule (1) e (2) si deduce immediatamente, poiché € si 
può rendere piccolo ad arbitrio, che 



Itm - = — - 

p cosX 



c. V. d. 
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Nella proposizione precedente si è fatta l'ipotesi che l'angolo, che 
la retta, la quale unisce due punti P' e P" della superficie, fa col 
piano tangente in P abbia per limite zero col tendere di P' e P*^ 
a P. È fàcile il vedere che se la superficie ha in ogni suo punto P 
un piano tangente il quale si sposti con continuità spostandosi P, 
la condizione precedente è soddisfatta. Invero, il piano passante 
per P' e P" e normale al piano tangente in P incontrerà la su- 
perficie secondo una curva piana avente tangente in ogni suo punto. 
La corda P' P'' è parallela alla tangente all'arco P' P" in un certo 
punto Q ; quindi l'angolo che la P' P" fa col piano tangente in P è 
uguale air angolo che la tangente in Q alla curva P' P'' fa collo 
stesso piano. Ma la tangente in Q alla P' P" è contenuta nel piano 
tangente in Q alla superficie; quindi l'angolo che la tangente in Q 
fa col piano tangente in P è minore dell'angolo che fa con esso 
il piano tangente in Q. Ora, per le ipotesi fatte, l' angolo dei piani 
tangenti in P e Q tende a zero, ove P' e P", e quindi Q, si avvi- 
cinano indefinitamente a P. Dunque l'angolo che la P' P" fa col 
piano tangente in P ha per limite zero col tendere di P' e F' a p. 

Dalla proposizione dimostrata risulta che se in tutti i punti della 
superficie A il piano tangente fei col piano di proiezione un angolo 
\ compreso fra \q e X^, il rapporto fra l'area A e l'area della sua 

1 1 

proiezione è compreso fra — r- e — — • In particolare, se l'angolo 

^ cos Xi cos Xo 

\ è costante, il rapporto fra l'area A e la sua proiezione vale 
— r. Questo caso avviene p. e. nel cono di rivoluzione, ove lo si 

cos A 

proietti sulla base ; e cos X vale il rapporto fi^a il raggio della 
base al lato del cono. Quindi: l'area d'una porzione qua- 
lunque di un cono di rivoluzione sta alla sua proie- 
zione sulla base del cono come il lato del cono sta 
al raggio della base. Prendendo la porzione a considerarsi in 
modo che la sua proiezione sia quadrabile, si possono determinare 
sulla superficie conica infinite aree quadrabili. 
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§ 4. Integrali estesi a campi. 



21. Sia a? una grandezza, funzione distributiva d* un campo, e che 
assume soli valori positivi. Ad ogni punto dei campì considerati corri- 
sponda un numero p, che può variare col punto. Dicesi integrale 
di ^n esteso al campo A una grandezza tale che: 
i"" sia sempre maggiore del risultato che si ottiene 
decomponendo il campo ^ in parti, in modo qualunque, 
moltiplicando il valore dio? corrispondente ad ognuna 
di queste parti per un numero minore di tutti i va- 
lori assunti da p in questo campo parziale, e som- 
mando questi prodotti; 2"* sia minore della somma 
dei prodotti dei valori di x corrispondenti alle parti 
di A per numeri rispettivamente maggiori di quelli 
assunti da p nelle parti stesse; 3*" e che sia Tunica 
grandezza che goda di queste proprietà. 

Indicheremo l'integrale di {^dx esteso al campo A colla scrittura 

1 . p(to;. Pertanto con Ja P^ intendiamo una grandezza (omogenea 

con x) tale che, decomposto il campo A in parti in modo qualunque 
A = A4-|-Aj -f ... + A,, indicando con a;(A J, x{k^) .,,x{kj i va- 
lori corrispondenti di x, e detti p/ p^' . . . p«' e p/' p," . . . p„" dei 
numeri, i primi minori e gli altri maggiori dei valori assunti da 
p in quei campi parziali, siano sempre soddisfatte le disuguaglianze 

J^ p cto > p/ a<A,) + p/ x{k^) + . . . + p; a<A J 
fj,9dx< p/' a7(A,) + p," a<A,) + . . . + p„" a? (A,), 

qualunque sia la legge di divisione del campo A, e comunque si 
prendano i valori di p'» e p"« purché P'i sia minore dei valori as- 



— 186 — 

sunti da p nel campo A», e p"i maggiore degli stessi valori; inoltre 
sia Tunica grandezza che soddisfi a queste condizioni. Nelle formule 
precedenti si può supporre che p'<, che non deve superare i va- 
lori di p nel campo Ai, sia il limite inferiore dei valori di p in 
questo campo ; e si può supporre che p"i- ne sia il limite superiore. 
22. Suppongasi che i valori di p corrispondenti ai punti di A 
siano compresi fra limiti finiti, e si considerino le somme: 

^ = p/a?(AJ-f-p/aj(A,) + ... + p;a<AJ 
e 5" = p/'/r(A,) + p," a<A,) + . . . + p," x(K). 

le quali dipendono dalla l^ge con cui si è diviso A in parti, e dalla 
scelta dei numeri p\ e p"t. 

Ogni somma s^ è sempre minore d*ogni somma ^', sia che esse 
corrispondano alla stessa divisione di A, o a divisioni diverse. La 
cosa è evidente se ^ e ^' corrispondono alla stessa divisione di A, 
poiché in tal caso p/ è minore di tutti i valori di p nel campo Ad, 
e p*" ne è maggiore, quindi p/ < pi", e moltiplicando per a?{A^), 
quantità positiva, si ha pf'a?(Arf)< P,"a?(Arf), e sommando s^ <s". 
Se poi 5' e ^" corrispondessero a divisioni diverse di A, si imma- 
gini quella divisione di A che risulta dalla sovrapposizione di 
amendue. Sostituendo in s' e ^' ai termini (v{ki) la somma dei va- 
lori di a? corrispondenti alle parti in cui è decomposto Ai, s' e ^' 
diventano la somma dei valori di oo corrispondenti a questa nuova 
divisione di A, moltiplicati rispettivamente per numeri minori e 
madori dei valori assunti di p in questi campi, e quindi sarà 
sempre s' < s". 

Pertanto, le quantità s' avranno un limite superiore, e le 5" un 
limite inferiore, e il limite superiore delle ^ sarà minore o eguale 
al limite inferiore delle s". 

Se il limite superiore delle s' è eguale al limite inferiore delle 5", 

il loro valore comune sarà T j. p dx, perchè questa sarà una quan- 
tità sempre maggiore dei valori di y, minore dei valori di s", e la 
sola quantità compresa fra i valori di s' e di s". 






" ' L^—--»- - - 
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Ma se il limite superiore delle ^ è minore del limite inferiore 
delle s^\ allora questi due limiti, ed ogni quantità compresa fra essi, 
è maggiore delle s' è minore delle ^' ; e non si può più parlare di 
integrale nel senso precedentemente definito. Però a questi limiti 
daremo dei nomi ; chiameremo integrale inferiore di p dx, e in- 
dicheremo con ( A P^> il liniite superiore dei valori di 5', e chia- 
meremo integrale superiore di p da), e indicheremo con f^ P ^ ^ 

il limite inferiore dei valori di s". 

Potrebbe anche avvenire che non esistano valori finiti p' e P'^ 
entro cui siano compresi 1 valori di p; anche in questo caso 
non si può parlare di int^rale propriamente detto, ma potrà 
anc(x*a presentarsi uno dei due integrali, inferiore superiore^ o 
nessuno. 

23. Teorema I. — LMntegrale di 9da^ (proprio, supe* 
riore, inferiore) esteso ad un ^campo somma di più 
campi è eguale alla somma degli integrali di 9dx estesi 
a questi campi. 

Siano gli integrali inferiori di p e;^ estesi ai campi A, B, e A -j- B» 
Dico che la somma dei due primi è eguale al terzo. 

Infatti, si decomponga il campo A + B in parti, in modo qua- 
lunque. Una qualunque di queste parti, che indicheremo con (A + B)f 
si può decomporre in due A« e Bo Tuna appartenente al campo A, 
e l'altra al campo B, badando che di queste due parti una può 
anche mancare. Si calcoli la somma s' corrispondente a questa di- 
visione; detto p«' un numero minore dei valori di p nel campo 
(A + B>=A.+Bi, si avrà 

5^ = 2 9'i a)(Ai+ B.) = 2 p'.* ^A^ + 2 P'.' ^B^. 

t i i 

Ora 9'i è minore dei valori di p sia nel campo A^ che nel campo 
Bi] quindi sarà: 

2 p'f a<AO </^ P ^» ® 2 P't oo{Bi) < Jg p doo ; 
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e perciò 

D'altra parte, fissato ad arbitrio e, lo si decomponga in due parti e^ 
ed €«; potremo dividere i campi A e B in parti, e prendere in 
modo i valori di p' che 

2p'*- x(ki)> j^pdx — e^, SP^ ^ft)>Jg peto? — €,; 

onde, sommando, si conchiude che è possibile decomporre il campo 
A + B in parti A.- e B, in guisa che la somma dei prodotti dei 
valori di w corrispondenti a queste parti, per numeri minori dei 

valori assunti da p neUe medesime idifferisca i&J^p dw + f^p dx 

meno d'una quantità comunque piccola e. Dunque questa somma è 
il limite superiore dei valori di ^^ ossia 

Nello stesso modo si dimostra che 

JaP*^+JbP^=Ja + bP*'' 

e se gli integrali inferiori coincidono coi superiori, ossia se Qdx è 
integrabile nei campi A e B, esso sarà pure integrabile nel campo 
A + B, e viceversa, e sarà : 

Il teorema precedente si può pure enunciare dicendo che l'inte- 
grale, proprio inferiore o superiore, di p rfa?, esteso ad un campo, 
è funzione distributiva di questo campo. 
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Teorema n. — Se p è funzione continua del punto P, 
nelle vicinanze d'una sua posizione speciale P^>, il rap- 
porto fra il valore dell'integrale (proprio, o inferiore 
superiore) di pdoo, esteso ad un campo qualunque AA 
nelle vicinanze di Pq, al valore di x corrispondente 
a questo stesso dampo, col tendere di tutti i punti di 
AA a Po, tende verso il valore di p corrispondente a Pq. 

Infatti, sia Po il valore di p che corrisponde a Pq. Fissata una 
quantità piccola ad arbitrio e, si determini una lunghezza r in 
modo che il valore di p corrisponda ad ogni punto P che dista da 
Pq meno di r, differisca da p^ meno di €. Sìa AA un campo i cui 
punti distano da Po meno di r. I valori di p corrispondenti a AA 
saranno compresi fra po — € e Po + €; quindi gli integrali, proprio 
inferiore e superiore, di p cUv, estesi al campo AA sono compresi 
fra (Po — €) a;( AA) e (Po + e) aj( AA) ; e i loro rapporti ad a< A A) 
sono compresi fra po — e e Po + €; ossia il limite del rapporto di 
uno qualunque di quegli integrali al valore di x vale Po* 

Corollario. — Se in ogni punto d'un campo finito e 
chiuso S, p è funzione continua, esiste l'integrale di 
pdx esteso al campo S, o ad una sua parte qualunque. 

In&tti, poiché gli integrali inferiore o superiore dì pdx estesi 
ad un campo A, parte di S, sono funzioni distributive di questo 
campo A, (ed in ogni punto P di S il rapporto del loro valore al 
valore corrispondente di a? è p, ossia è lo stesso per amendue gli 
integrali, si conchiude che i valori degli integrali inferiore o supe- 
riore di pdx estesi al campo S, o ad una sua parte qualunque 
sono eguali, ossia che esiste l'integrale proprio dì i> dx esteso agli 
stessi campi. 

Teorema in. — Se x e y sono grandezze coesistenti^ 
funzioni distributive dei campi che fanno parte d'un 
campo finito e chiuso S, le quali abbiano in ogni punto 

P di S un rapporto ^ = p, determinato e finito, [il va- 



I 
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lore di y corrispondente ad un campo qualunque A, 
parte di S, vale 

Infetti, diviso il campo A in parti ArrAj+Aj-f-.-. + A^ sei 
valori di p corrispondenti ai punti di A^ sono maggiori di p^ e 
minori di p'',-, sarà pure y{ki) > p\ oo{Ai) e i/(A.) < p^ a<A,) ; 
quindi, sommando le varie diseguaglianze che si ottengono facendo 
^ = 1, 2, . . . n, si ricava: 

y(A)>p'.a<A,)+p',^A,) + ... + p;a5(A.) = 5' 
e y(A) < p", x{lL,) + p", a<A,) + . . . + p'', a<A J = ^', 

ossìa y{A) soddisfa alle due prime condizioni dell'integrale, di es- 
sere cioè maggiore della prima somma s* e minore della seconda ^'. 
D'altronde, p è funzione continua del punto P ; perciò pel corol- 
lario precedente, non esiste altra quantità compresa fra 5^ ed ^' 

.pcUc; quindi 



che j] 



y{A.)=J^i)da>. 



24. Gli integrali geometrici precedentemente definiti presentano 
massima analogia cogli integrali definiti ( f{a)) dx che compa- 
iono nel calcolo integrale; anzi ridurremo il calcolo dei primi al 
calcolo di questi. Sarà perciò utile di ben fissare il significato di 
quest'integrale definito, nel modo che sarà per noi più conveniente, 
e di ricordare a questo proposito alcune proposizioni. 

Dicesi intervallo (a, b) il sistema di tutti i numeri compresi ù^ 
a e by esclusi o non questi estremi. 

Supponiamo, per maggior semplicità, a <b, benché le proposi- 
zioni che seguono siano pure applicabili, con leggiere modificazioni, 
senza questa ipotesi. 
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Se un intervallo è decomposto in parti, dicasi che esao è somma 
delle sue parti. 

Dicasi ampiezza d'un intervallo (a, h) la differenza & — a. Se 
rintervallo (a, t) è decomposto in parti, la sua ampiezza è la somma 
delle ampiezze delle sue parti: quindi l'ampiezza d'un intervallo è 
funzione distributiva del medesimo. 

Se una grandezza è funzione distributiva d'un intervallo, la di- 
remo coesistente con quell'intervallo. 

Gold, se f{x) è funzione della variabile numerica ce, l'incremento 
f(b) — f(a) che essa riceve mentre x varia nell'intervallo {a, &), è 
coesistente con questo intervallo; perchè l'incremento della funzione 
nell'intervallo {a, b) ò la, somma dei suoi incrementi nelle parti di 
{a, &). Cosi ancora, se P è un punto, la cui posizione dipende da 
una variabile x, variando a? in un intervallo {a, &), il punto P de- 
scriverà un campo (un arco di linea) e la lunghezza di questo 
campo, ed ogni funzione distributiva di esso, è una quantità coesi- 
stente coU'intervallo (a, &). 

Se una grandezza y è coesistente coU'intervallo percorso dalla 
variabile co, potremo considerare il limite verso cui tende il rap- 
porto -^ del valore Ay di y corrispondente ad un intervallo qua- 

lunque (a, &), all'ampiezza A^ di questo intervallo, ove si facciano 
tendere i suoi estremi ad uno stesso valore a?. Indicheremo questo 

limite con ^ > © lo chiameremo, conformemente a quanto si è fatto, 

il valore di -^ pel valore considerato di os. Cosi, se la quantità 

coesistente coU'intervallo (a, t) descritto da a? è l'incremento 
f(P) — f(^) d'una funzione f{x), se questa funzione f{x) ha una 
derivata continua r(^X sarà 



km '-^ — ^-^ =: r (^)- 

b — a ^ * 



Risulta dalle cose dette che se v è una grandezza coesistente 
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coirintervallo descritto da x, e per ogni valore di x esiste il rap- 
porto ~^, questo rapporto è funzione continua di a?. 

f{x)day 

una quantità tale che : 1^ sia maggiore della somma dei prodotti 
delle ampiezze degli intervalli parziali in cui si può dividere Tin- 
tervallo {a, b) per valori minori dei valori assunti da f{x) negli 
stessi intervalli ; 2^ sia minore della somma dei prodotti delle am- 
piezze degli intervalli in cui si può decomporre (a, b) per valori 
maggiori di quelli assunti da f{x) negli stessi intervalli; 8^ e che 
sia Tunica quantità che soddisfi a queste proprietà. 

La ftmzione f{x) si dice fntegraMe nell'intervallo (a, V) se esiste 
una quantità che goda di tutte le proprietà enunciate. 

Sia dalla teoria precedente degli integrali geometrici, sia da pro- 
posizioni dimostrate nel calcolo integrale (N. 190-193) si deduce: 

I. L'integrale di f(x) dx preso nell'intervallo (a, h) è la somma 
degli integrali di f{x) dx presi negli intervalli in cui si può decom- 
porre l'intervallo (a, &) : 

f * f{x) dx = J7 f{x) dx + f/ f{x) dx. 

In altre parole, l'integrale di f{x) dx preso in un intervallo (a, b) 
è coesistente con questo intervallo. 

II. Se f(x) è funzione continua di x, il rapporto dell'integrale 
di f{x)dx esteso ad un intervallo qualunque (a, &), all'ampiezza 
b — a di questo intervallo, ove aeb tendano ad uno stesso valore x, 
ha per limite f(x): 



j'J'na^)aa> 



^^ l,^a = ''^^^ 



III. Se y è una grandezza coesistente coll'intervallo descritto 
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dalla variabile ar, e se il rapporto ~ del valore Ay di y corrispon- 
dente ad un intervallo qualunque, alFampiezza ^x di questo intervallo, 

tende al limite ^ = f{x\ ove i limiti di quell'intervallo tendano 

ad Xy il valore di y corrispondente all'intervallo finito {a, V) vale 
h 



s: 



f(x) dx. 



• 



In questa proposizione sta ^a regola più comune per calcolare un 
integrale definito. Se f{x) è funzione continua, si determini, colle 
regole del calcolo integrale, quella funzione P (x) avente per deri- 
vata f(x)» Allora il rapporto fta l'incremento di F{x) in un inter- 
vallo qualunque all'ampiezza di questo intervallo, col tendere degli 
estremi di questo intervallo ad uno stesso valore x, ha per limite 
f{x); quindi l'incremento di F(a?) nell'intervallo (a, ò) è eguale al- 
l'integrale di f{x) dx preso in quell'intervallo : 



F{b)-F{a)==jJ'f{x)dx. 



|§ 5. Calcolo di alcune aree piane. 

26. Coordinate cartesiane. 

Teorema I. — Se la funzione positiva f{x) è integrabile 
nell'intervallo (a, b), l'area descritta dall'ordinata MP 
d'un punto P della curva, la cui equazione in assi car- 
tesiani ortogonali è y=:f{x\ mentre l'ascissa x varia 
da aa&>a, è misurata da 

r b 
u = I f(x) dx. 



= LVw 



Infatti, decomposto l'intervallo (a, b) in parti coi valori a?^ = a 
a?i, ^„ . . . 0?» - 1 , x^=iby e detti y\ y\ ... y\ dei numeri minori 
dei valori assunti da f(x) rispettivamente in ciascheduno di qu^li 
intervalli parziali, e detti \f\ \f\... y^\ dei numeri maggiori dei 

Piuifo, Qtom. Infin. 18 
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valori di f{x) in quegli intervalli parziali, poiché per ipotesi f{x) è 

■ 

integrabile nelFintervallo (a, b\ V J f{x) dx sarà una grandezza 
maggiore della somma 

e minore deUa somma * 




e sarà Tunica grandezza sempre maggiore dei valori della prima 
somma, e minore di quelli della seconda, comunque varii la divi- 
sione dell'intervello (a, &), e la scelta dei valori di i/* e i/"*. 

Ora i rettangoli aventi rispettivamente per base i segmenti de- 
scritti da M, mentre x varia in ciascheduno di quegli intervalli 
parziali, e per altezza i/^ 2/2 . . . i/'» sono intemi alla figura data, e 
la loro area totale è misurata da ^. Analogamente la figura for- 
mata dai rettangoli aventi le stesse basi e per altezze i^'^ 1/", ... j/'^ 
contiene nel suo interno Tarea data, e la sua area è misurata da s^\ 
Pertanto il numero che misura l'area (intema, estema, propria) 
della figura descritta da MP è maggiore di ^ e minore di ^^ Ma 

il sol numero { f{x)dx gode di questa proprietà; dunque 

T J f{ixi) dx misura l'area descritta dall'ordinata MP. 
Se la funzione f{x) non è integrabile neir intervallo (a, ì)\ ma 



— 195 — 

ammette solo gli integrali inferiore e superiore, questi misurano 
le aree interna ed esterna della figura descritta da MP. 

Teorema II. — L'area descritta dall'ordinata MP d'una 
curva di equazione y = /'(a;) in assi cartesiani obliqui 
cbe fanno fra loro l'angolo ui, mentre a: varia nel- 
l'intervallo (a, &), supposta la /"(a?) positiva e integra- 
bile in quell'intervallo, e a <&, è misurata da 

sen 0) r f((c) dx. 



: w 



La dimostrazione si ottiene daUa precedente sostituendo alla 

considerazione dei rettangoli aventi le basi sull'asse delle x e per 

altezze le y, i parallelogrammi aventi le stesse basi, e gli altri 

lati paralleli all'asse delle y e misurati dai valori delle ordinate. 

• 
Teorema IIL — Se nel piano della figura F si segna un 

asse OX, e da ogni punto M di quest'asse si conduce la 
perpendicolare ad OX, che incontra la F secondo una 
figura rettilinea, se il campo formato dai punti d'in- 
contro di questa retta col campo limite di F ha una 
lunghezza esterna nulla, detta x l'ascissa del punto M, e 
h la lunghezza della intersezione della perpendicolare 
in M col campo F, l'area di quella parte della figura F 
formata dai punti le cui ascisse sono comprese fraae& 

è misurata da j hdx. 

Infatti, sìa ^u il numero che misura l'area formata dai punti 
di F le cui ascisse sono comprese in un intervallo di ampiezza ù^. 
Si consideri l'area del rettangolo avente per base il segmento 
Lx e per altezza 1, la quale è misurata da Ao?. In virtù delle 
ipotesi Catte (N. 18, 1^) col tendere degli estremi dell' intervallo Lx 

ad uno stesso valore x, lim x- = i- = ^; quindi il valore di w 
corrispondente all' intervallo (a, V) vale j h dx. 
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27. Applicheremo le formole precedenti ad alcuni esempi. 
Parabole. — Nella parabola d'ordine w si ha 

y = 007», 

e quindi Farea descritta dall'ordinata, mentre l'ascissa fra i valori 
a?o ®d x^ è misurata da 



fl/0 ♦W. -f- 1 



Se m è positivo, si può fare x^ = tì, e ponendo x invece di a?, 
Tarea della parabola, contata a partire daU'origme, vale 

^senui = ??^, 

m -f- 1 w + 1 ' 

ossia vale \\m + !)«« parte dell'area del parallelogrammo costrutto 
sull'ascissa e sull'ordinata del punto estremo dell'arco considerato. 
Se m = — 1, si ha 1/= ^ , e la curva è un'iperbole riferita ai 
suoi asintoti. La sua area sarà misurata da 



— fl?a? = asenu) log—. 
EUisse. — L'equazione dell'ellisse, riferita ai suoi assi, è 






da cui si ricava 



y=-\/a^ — x'' 



L'area descritta dall'ordinata, mentre l'ascissa varia fra i valori 



^rr-^tsrr--^ . 



-\ 
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ed 07, è misurata da 



w = - ( /a* — a?* fte?. 



Si scriva Tintegrale del membro di destra sotto la forma 



J |/a* — x^ ^=J [/ ^ — i ix^dXy 

e poi si integri per parti, prendendo come fattore ad integrarsi 
co d(v; si avrà 

ovvero 
e siccome 



J*^ dx so 

f =: are sen —, 

si deduce infine 

w = TT ^ - /o*^^^^ + ^r- a& are sen — . 

/6 a e a 

Se si fa x-=.ay si avrà Tarea della quarta parte delFellisse 

1 

-jTiab\ quindi Tarea totale dell'ellisse di semiassi a e 6 vale tto^ 

come già si era trovato. 
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Iperbole. — Già si è trovata l'area dell'iperbole riferita agli 
asintoti. Se la si riferisce agli assi, la sua equazione sarà 






da cui si ricava 



y = -f/a?* — a«; 



e Tarea descritta dall'ordinata mentre l'ascissa varia fra i valori a 
ed a; è misurata da 



b -^ 



a 

Integrando per parti, prendendo come fattore ad integrarsi x dx, 
si ha: 

1 b / 1 r^ dx 



ed infine 



1 b /-- r 1 ^, x + ^a^ — a* 



(7wrt?a loffaritmica. — La sua equazione è 

y = «% 

e, supposti gli assi ortogonali, variando x fra i valori x^ ed x^ , 
Tarea corrispondente è misurata da 



a^ dx=z 



Ioga 
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Osservando che -j — è la lunghezza della sottotangente, si deduce 

che Tarea compresa fra un arco di curva logaritmica, le ordinate 

estreme e Tasse delle x, è eguale all*area d*un rettangolo di base 

la sottotangente e di altezza la differenza delle ordinate estreme. 

Supposto a > 1, se si fa tendere a?o verso — co, lima*« = 0, e 

l'area precedente ha per limite j — . Contemporaneamente la figura 

di cui si determina Tarea acquista dei punti che si allontanano 
indefinitamente dall'origine ; il limite trovato misura l'area intema 
compresa fira l'asse delle x, il ramo infinito della logaritmica, e l'or- 
dinata che corrisponde all'ascissa x^. 

28. Curve riferite a coordinate polari. 

Teorema. — Se r = /*(a) è l'equazione d'una curva rife- 
rita a coordinate polari, e r* è funzione continua di a, 
l'area descritta dal raggio vettore, mentre a varia nel- 
l'intervallo (a^, aj è misurata da 



1 r^ 
w = -g- I r^ da. 



Infatti, sia OP il raggio vettore di lunghezza r, e che fa coU'asse 

polare l'angolo a. Sia OM il raggio vettore avente la stessa dire- 

' zione di OP, e di lunghezza =1. Mentre a descrive un intervallo 

di ampiezza Aa, OM descrive un settore circolare di area y Aa, 

e OP un settore òu della curva data. Ora, supponendo che gli 
estremi dell'intervaUo descritto da a tendono ad uno stesso valore 
o, si è visto che 



lim -3 =: T 

* A- 1 
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quindi 

l'integrale essendo preso firai i limiti a^ e a^. 

29. Ecco alcune applicazioni di questa formula. 
Nella spirale d'Archimede, in cui 




l'area generata dal ra^io vettore, mentre V argomento varia da 
ad a, è misurata da 



1 r^ 1 

g- J a*a* da = -^ a V, 



2-0 



e quindi essa vaie la terza parte dell'area del settore circolare OPM 
avente per raggio r = a a, e per angolo al centro a, ovvero la 
terza parte del triangolo OPT limitato dal raggio vettore OP, la, 
tangente PT, e la sottotangente OT. 

Nella spirale logaritmica, in cui r == Ge^, l'area descritta dal 
raggio vettore sarà 



1 /'^^ G» 
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Se qui si £a tendere a^ a — e», supposto a > 0, l'area conside- 
rata, che consta di infinite parti sovrapposte, tende ad un limite 

finito -j- é^^% ed è fàcile il riconoscere che questa vale la metà 

dell'area del triangolo compresa fra il raggio vettore, la tangente 
e la sottotangente. 

Sia r = f{a) l'equazione d'una curva riferita a coordinate polari; 
si immagini la sua concoide, con polo in 0, e sia /( la lunghezza 
costante che si porta sul prolungamento del raggio vettore. Detto r^ 
il raggio vettore della concoide, sarà r^=zr -\- h, ovvero 



Dette A e A^ le aree descritte dai raggi r ed r^ mentre a varia 
fra a^ ed a^, sarà 

A= 4 Jr« da, e A, = -^fr,^ cUx = '^ J (r + hf da, 



ovvero 

A^ = -^ jr^da-j-à f r da + -^ h"" j da, 

gli integrali essendo tutti presi fra i limiti a^ ed a^. Delle tre parti 

di cui consta A^ la prima rappresenta l'area A della curva data; 

1 
la terza vale -5- /i* (a, — ao), ossia è l'area d'un settore circolare 

di angolo a^ — a^ e di raggio h; la seconda poi dipende dall' Crda, 

e una volta calcolato questo int^rale, si potrà determinare l'area 
di tutte le concoidi della curva data corrispondenti ai varii valori 
di h. 
Se si fa 



B 



= -^Jr(to, G = — J(ia = -|-(a, — Qo), 
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si avrà 

A4 = A + 2Bh + GA*, 

e cosi A^ è una funzione di secondo grado in h. Essa si può scrivere 

B \« . AG — B« 



},^=c[h+-^y+ 



Si scorge di qui che, variando h, varia pure A^; il suo minimo 
valore corrisponde ad /^ = — — -, ed è — 7^ — ; quindi questa ul- 

G G 

tima quantità è di necessità positiva, e nulla sol quando sia r^ = O, 
e quindi r = costante. I valori di A^, corrispondenti a due valori 

di h la cui semisomma sia eguale a ^r, sono eguali; se si fa 

G 
2S 

h = ^, l'area A^ diventa eguale all'area della curva data A. 



§ 6. Formule d'approssimazione per le aree. 

30. L'area piana descritta dall'ordinata y = f{x) d'una curva, in 
assi cartesiani ortogonali, mentre x varia fra a e &, è, per appros- 
simazione, eguale all'area del trapezio costrutto sulle ordinate 
estreme. Giosi facendo, si sostituisce all'arco della curva la sua 

corda, e all'integrale 1 f{x) dx, che misura l'area in questione, 

^ a 

la quantità 



che misura l'area del trapezio. 
Potremo fàcilmente stimare l'errore che si commette sostituendo 

all'integrale J f{x) dx il valore approssimato {b — a) 2 • 
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Invero, se la funzione f(cc) ha derivata seconda f^(x) pei valori di 
X compresi fl?a a e &, si ha dalla teoria delle funzioni interpolari 
che 

ove f{a, V) = X ~ > e tt è un valore, che dipende da x, e che, 

se 0? è compreso fra a e &, è pure compreso fra gli stessi limiti. 
Quindi 



h h 

1 r^ 

a 



Il primo integrale del membro di destra vale appunto 

« 

ossia il valore approssimato deirintegrale dato. Il secondo integrale 
rappresenta perciò Terrore che si commette prendendo invece del 
vero valore dell'integrale, il suo valore approssimato. Chiamandolo 
R, si avrà: 

1 r^ 
R = ~ j (0? — a) (a? — &) nu) dx. 

E poiché il fattore (x — a) (a? — &) conserva un segno costante 
mentre x varia nell'intervallo (a, &), potremo portare il fattore 
r' {u) fuori dell'integrale, e si ha cosi : 

1 r* 

R= 2-r(w)J {x--a)(x — V)dx, 



a 
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ovvero, eseguendo Tintegraie del secondo membro: 

ove w è un valore di x compreso fina a e &. Sostituendo si deduce 
/r(^)eto = (6-a)M+A?)._^(6_a)»r(«). 

Cosi si ha il vero valore deirintegrale espresso mediante un suo 
valore approssimato, più un resto nel quale comparisce la quantità 
incognita u di cui si sa solo che è compresa fi^ a e &. Sostituendo 
invece di f^iyi) il massimo ed il minimo valore che esso assume 
mentre u varia nell'intervallo (a, &), si ottengono due espressioni 
entro cui è compreso il resto. 

Ad esempio se si fa in questa formula 



si ha 



/•(a;) = ^, a = l, & = 2, r(^) = ^, 



J ^ X ~ % V"^ 2 / 6 u»' 



ossia 



Iog2 = 0,75 + R; 

il primo termine è il valore approssimato di log 2; il secondo 
_l_ 

6m« 



1 
R= — ^-3 rappresenta l'errore. Siccome u è compreso fra 1 e 2, si 



1 1 

deduce — -g- < R < — gg, ossia 0,75 è un valore maggiore di log 2, 

e si ha precisamente 0,5933 < log2 < 0,739166. 

n resto R si può anche mettere sotto forma d'integrale definito. 
Invero, si ha applicando due volte l'integrazione per parti: 

^f{x) (p"(a?)tto? = f{x) qp' [x) — f {x) qp (a?) + f <p(a?)r (^) dx. 
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Pongasi q)(a;) = -2 {x — a)ix — b); si avrà 

Jf(a) dx = f(x) [a: - ^±^) -^f{x) {x^a) (x-b) + 

+ 4"/ («^ — a){x — V) f" (X) dx. 
Prendendo gli indorali fra i limiti a e & si ottiene 

f f{oo)dx = (b^a)^^^^^^ + ^j (x-a){x-b)r'ico)dx. 



a n 



11 primo termine del secondo membro è il valore approssimato 
dell'integrale; il secondo è ^ndi Terrore che si commette in questa 
approssimazione. 

31. Potremo avere un valore più approssimato dell'area, decom- 
ponendo l'intervallo (a, ì>) in n parti eguali, segnando pei punti di 
divisione le ordinate della curva, e costruendo sopra queste succes- 
sive ordinate i trapezii, come si è detto. La somma di questi tra- 
pezi! sarà un valore approssimato dell'area. 

I^tte j/o, l/i, ì/,, . . . Vn-i, Vn le ordinate di questa curva corri- 
spondenti agli n 4- i punti di divisione di (a, ì>\ le aree di questi 
trapezii valgono 

quindi, sommando, si avrà per approssimazione 



J r{x) dx = -_?(y^ + 2y, + 22/, + . . . + 2y«-i + y«). 

a 



L'errore che si commette adoperando questa formola, ossia la 
quantità R che bisogna aggiungere al membro di destra per avere 
il vero valore di quello di sinistra, è la somma degli errori com- 



» 



) 



u 
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messi in ciascheduno di quegli intervalli parziali, vale a dire 

dove u^Ui...u^ sono valori di x compresi rispettivamente in quegli 
intervalli parziali. La quantità entro parentesi si può mettere sotto 
la forma nf\u\ ove t« è un valore medio fra i precedenti; quindi 
il resto si può esprimere mediante la formola 



12 n 



— si fa n = 10, la formola 
ora trovata dà per approssimazione 

log2 = 0,693T7, 

1 
6 il resto R = — ^ .^ — 3 , ove u è compreso fra 1 e 2. Quindi il 

valore precedente è approssimato per eccesso, e differisce dal valore 

1 1 

vero meno di ^, e più di ^^ . 

32. Se la funzione t/ = f(x) è di grado non superiore al terzo, 
l'area descritta dall'ordinata /'(a?), mentre x varia nell'intervallo 
(a, &), vale esattamente 

— a 






ove j/o e j/g sono le ordinate corrispondenti alle ascisse estreme a 
e &, cioè Vo = r(«) ® 2/4 = f^\ e ^1 è l'ordinata corrispondente 

all'ascissa media "T . 
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Infatti, conservando fisso Tasse delle x, si prenda per nuova ori- 
gine il punto medio di a e D; ossia facciasi neirintegrale 



e pongasi 



= A. 



La funzione f{x) di a?, di grado non superiore al terzo, diventerà 
una funzione dello stesso grado in X, quindi si potrà porre 

f{x) = A + BX + ex* 4- DX», 
e J f(a?)cto = J ( A + BX + ex* -f DX^) dX = 2AA + 1- G/i». 



Ma, fecondo X = 0, — Zj, + ^, la a? diventa ^^-~— , a, &, e f{x) as- 
sume i valori t/|, 2/o» ^t>f onde si ha 

y. = A, 

i;o = A — BA + G/i» — D^i^ 

l/, = A + BA + GA* + DA»; 



e 



t/o + 4ì/4 + l/, = 6A + 2G7i*; 



quindi 



J f{x)dx-\{y,-^Ay, + y,). 



Sostituendo in questa formola ad A il suo valore — x — si ha la 
formola a dimostrarsi. 
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33. La forinola 



'•* b-a 



j /"(a;) da; = — g^ (Vo + 4i/j + y,), 

vera quando f{oo) è una funzione intera di grado non superiore al 
terzo, può ritenersi ancora vera per approssimazione, anche quando 
f{a!) non soddisfa a queste condizioni. Cosi facendo, si commette un 
errore R, tale che 



a 

noi ci proponiamo di calcolare approssimativamente questo errore. 
Perciò facendo come prima 



si avrà 



J f{x)dx=\i (p(X)t«X, 

a —A 



e <p(— ^)=:|/^, q)(0)=:i/i, (p(+/i) = |/,. 

Si determini quella funzione F(X), intera di terzo grado in X, che 
per X = — /i, 0, +h assume i valori y^y y^, y„ e che per X = 
ha la stessa derivata di (p(X), ossia F'(0) = q^\0). Allora si ha che, 
per ogni valore di X compreso fra — h e -^h, 

<p(X) = F(X) + X«(X» - h*) ?^, 
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ove w è un valore di X medio fra h e —h(*). Quindi^ integrando, 
J (i)(X)dX=:J F(X)dX + ^J X»(X* - A») q)iT(t«) dX. 

— A — h — h 



Ma rintegrale del primo membro vale ) f{x) dx ; il primo in- 

tegrale del secondo membro, poicbè ¥{x) è di terzo grado, vale 
appunto 

g- (Vo + 4^1 + 1/») = -^(1/0 + 4^1 + 2/8); 



quindi 



1 r+^ 
R = ~ X«(X« — h^) (piv(w) tf X. 



Per avere un'espressione più conveniente dì R, si osservi cbe il 
fattore X'(X' — ^*) è costantemente negativo, mentre X varia fra 
— hQ-\-h\ quindi portando ftiori l'altro fattore, si ba 

R = i?!Mj"^''x«(X»-A«)dX; 



(*) In generale, data una fonzione f{x\ si può sempre determinare una fun- 
zione intera q> (a?) di a?, di grado n, tale che soddisfi alle condizioni 

ove (aH-l) + (3+l) + ... + (X + l) = n + l. 

Allora si ha: 

f (n+l) /«ì 

f(x) = <p (a?) + (a? - a?o)*^l (o^ - a?,)^+l ... (a? - a?«)^+i ^^;^q7jjr ' 
in cui t< è un valore medio fra a;, a?o,... a?n* 

Pbaso, 6Mm. tn/Sn. 14 
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ovvero, poiché 



(p^(u) = f^{x\ ove a? = -^4-^+w, 



ed eseguendo Tintegrale del secondo membro: 



R = -^^r^(-). 



ove 07 è un valore compreso Ara a e &. 
Cosi, riprendendo l'esempio già trattato, se si fa 






' si avrà 



y^ = 1, y^ = 0,666 ... , y^ =0,5 : 



e la formola precedente dà come valore approssimato di log 2 

1 



0,6944 . . . , con R = — 



120 a?*' 



ove X è compreso fra 1 e 2. Quindi la formola dà per log 2 un 
valore più grande del vero, e Terrore che si commette è minore 

^^ 120' 



34 



. Si può avere con maggiore approssimazione V Cfix) doo, 

decomponendo l'intervallo (a, b) in 2n parti; detti y^ ì/i i/j 1/3 .. . y^n 
ì valori di /"(a?), ossia delle ordinate della curva corrispondenti a 
questi punti di divisione, potremo applicare successivamente la for- 
mula precedente alle aree comprese fra le ordinate Vo e y^, y^ e 
1/4» • • • t/«ii-f ® Vin^ ^ sommare i risultati ottenuti. Queste aree vai- 
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gono rispettìvamente 

-^^ (Vo + 4l/i + l/t), -^ (y» + 41/3 + VaI • • • » 



6n 



(y««-» + 4|/,,_i + i/J; 



quindi, sommando, si ha per approssimazione: 



_6 , f— 

J /"(a?)**» = -^ [_ v« + y„ + 2(1/, + v« + . . . + J/„-,) + 

+ 4(l/i + V, + . . . + J/„_ ,)J. 

Questa formola, che permette di calcolare per approssimazione 
un*integrale, ossia un'area piana, porta il nome di formula di 
Stm^son. Applicandola si commette un errore R che potremo sti- 
mare fàcilmente. Invero quest'errore è la somma degli errori com- 
messi in ciascheduno degli n intervalli parziali, eguali in ampiezza 

a , in cui si è diviso (a, &). Ora questi valgono rispettivamente 

fi 

in cui x^x^...x^ sono valori di x compresi in quegli intervalli. 
Quindi, sommando, 

la quantità entro parentesi si può mettere sotto la forma n/*^ (a;), 
ove a? è un valore compreso fra a e &; si deduce quindi per R la 
seguente espressione 
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Applichiamo questa forinola di Simpson al solito esempio 



dx 



r ^ = >c«^ 



facendo n = 5, e quindi 2n = 10. 

Dando perciò ad a? i valori 1,0; 1,1; 1,2;... 1,9; 2,0, e detti 

1 
VoVi -" 2/io ' valori corrispondenti di — , l'operazione si può di?- 

CD 

porre come segue: 



= 1 ^8=0,83333 y^= 0,9090^ 

l/,^,=0,5 y,= 0,71429 i/s=0,7692a 

2/0+1/10= i|5 |/.=0,62500 ^,=0,66667 

2/^=0,55556 2/,= 0,58824 

l/»+l/4+l/e+l/8= 2,72818 y^ 0,52632 

2/i+t/3+l/5+l/7+l/9=3»45955 

Addizionando la prima somma col doppio della seconda e col qua- 
druplo della terza si ha 20,79456; e moltiplicando questo risultato 

P^^ Z = "30 ^^^^^ dividendolo per 30) si ha per valore di log 2 

dato dalla formula di Simpson, 0,693152. L'errore che si commette 

1 1 
è dato da R = — gj-^j -x, ove co è compreso fra 1 e 2. Quindi 

il valore trovato per log 2 è più grande del vero, e ne diflTerisce 

"'^^^ ^ 750ÓÒ- 

35. In generale, se si conoscono i valori VoVr-l/n d^^lsi funzione 
y corrispondenti ai valori Xq x^,„ x^ della variabile, si può formare 
un polinomio intero di grado n, e che diremo qp (a?), tale che pei 
valori suddetti della variabile assuma gli stessi valori di f{x). Si 
avrà allora 

/• (a?) = q) (a?) + (a; — ajo) (a? — a;,) (a? — a?J ' ^^ _^ \^, , 
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ove te è un valore medio ft^a i precedenti. Quindi integrando si ha 



J f(x)dx—\ (p(a?)da7+R, 



a a 



ove si è posto 



1 r* 

V integrale 1 cp {x) dx è un valore approssimato delFintegrale 

cercato. Il suo valore si ottiene con tutta facilità; invero mettendo 
la funzione qp {x) sotto la forma data da Lagrange : 

. . ___ (m-a;0(a?-a;0...(a?-a?n) , 

'*'^'^^ («>o-a?,)(a?o-a;2)...(a?o-a7«) *^^ ^ 

(a?i— »o) («^1— «2)- («?i— »n) *^* I •••'«' (a?n— a?o)(a?n— a?i)...(a?n— a?n*i) *^" 



si avrà 



J <p(a?)^ = Aoi/o + A4i/, + + A,y. 



ove si è fatto 



*^ -^ „ («0— «'i) («?o— «i)... (a?o— a?„) ' 



Ciosi r integrale è una funzione lineare omogenea dei valori 
Vo Vi-' Vnf poiché i coefficienti A^ A|... dipendono bensì da a, &, x^^ 
07^,... o?^ ma non dai valori di y. 

L'errore che si commette in questa approssimazione è rappre- 
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sentalo da R; ma siccome in esso il fattore (a?— <i7o) (^ — ^^i)- (*' — ^«^ 
cambia segno quando a? assume i valori Xq,x^,... non si potrà ap- 
plicare un procedimento analc^o a quelli di ix*ima per ridurlo ad 
una forma più comoda. 

36. I valori Xq x^... x^ si possono prendere ad arbitrio; come 
caso particolare si può supporre che il primo sia a, l'ultimo &, e 
che essi formino una progressione aritmetica. Ma essi si possono 
scegliere in un modo speciale, proposto da Gauss, assai conveniente 
nei casi pratici. 

Per semplicità di scrittura» supporremo che i limiti dell* int^rale 
siano — 1 e + ^ 5 poiché, ove fossero qualunque a e &, basta fare 

la trasformazione x =: ^^ — | — i-^ t affinchè si riducano ai pre- 
cedenti. Ciò premesso, dico che si può determinare una funzione 
XfH-i di X, intera, di grado n-\'iy in cui il coefficiente del termine 
di grado più elevato sia l'unità, e tale che, essendo U una funzione 
intera qualunque di grado non maggiore di n, si abbia sempre 

^^ -1 

Per determinare questa funzione si osservi che dall'integrazione 
per parti più volte ripetuta si ha 

Suppongasi che V rappresenti la funzione di grado 2n + 2 
che ha le radici 1 e ~1 multiple n+1 volte« Per note proposizioni di 
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d V 

algebra si deduce che -j— sarà una funzione di grado 2n-\-i, che 
ha le radici le — 1 multiple n volte, ed una radice compresa fra 

— 1 e + 1 ; T^ è ^i^ funzione di grado 2n, avente le radici 1 a 

— 1 multiple n — 1 volte, e due radici comprese fra — 1 e + i ; .... 

che ''^— è di grado n 4* ^> avente le radici 1 e — 1 sempUoi, 
e le altre radici tutte reali comprese fra — 1 e + i 5 e che infine 

e^H■l V . 

^— ^ è una funzione di grado n + 1, aventi le n + 1 radici reali 

e comprese fra — 1 e +ì. Allora, prendendo gUintegrali nell*ultima 
formula tr^ -^i e -\-i ed osservando che tutti i termini fuori del 
segno integrale si annullano per questi limiti, si dedurrà : 



Ora se U è una ftinzione intera di grado non madore di n, sarà 
diMT = 0' e quindi 






n coefficiente del termine di grado più elevato in dat^i — ^ 

(w + 2) (n + 3)... (2n + 2); quindi, se si fa 

1 d»+i (a;' - l)H-i 



XiH-1 ^ 



(n + 2) (n + 3) ... (2n 4- 2) doc^i 



X«K-i sarà appunto un polinomio intero di grado n -|- 1 in a?, in cui 
il coefficiente del termine di grado più elevato è Tunità, e tale che 
essendo U una funzione intera qualunque di grado non maggiore 
di n si abbia sempre 

j UX,H-idtì? = 0. 

^ -1 
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Inoltre questa funzione Xn^-i ha tutte le sue radici reali com- 
prese fra —1 e +1. Dettele a?o, ^i—. a?», sarà 

Sia ora f{x) una funzione qualunque di x, avente le successive 
derivate fino all'ordine che ci occorrerà. Si determini il polinomio 
intero (p(a?) di grado n, che per x = Xq, Xi,..ux)n, radici dell'equazione 
Xn-Hi = 0, assume gli stessi valori y^ y^... y^ che assume /"(a?). Sia 
qi (07) quella funzione intera di grado 2n-\-i definita dalle condizioni 

^ (^o) = /'(a^o), V (^i) = fix^\ .-. ^ (Xn) = f{xn) ; 

l|l' (a?o) = r {X,l MI' (X,) = r {X,\ ... l|l' (a?n) = r {Xn). 

Siccome la diflTerenza q; (a?) — (p(a?) si annulla per x = a7o, a;,,...^?», 
essa sarà divisibile per {x — a?o)(a? — a?i)...(a? — a?n)=X»— i; detto 
X (x) il quoziente della divisione che sarà un polinomio di grado n, 
si avrà 

Hf{x) = (p (x) + XnH-i X (a?). 

Inoltre, poiché i valori di f{x) e hi (a?), e delle loro derivate sono 
eguali per x = a?o, a?|, ... Xn, si può porre : 

r(a?) == i|i (a?) + (0? -- a?o)* (a? — o?0* ••• (^ — «?«)' ^^ » 
ovvero sostituendo 

r (0?) === cp (0?) + Xn+l X (0?) + XVl ^1^^ , 

ove t« è un valore di a? compreso fra i considerati. 
Integrando fra — 1 e + 1 si ottiene 

1 f{x)dx= q>{x)dx-\- 

^ -1 ^ -1 
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Ora X (a?) è una funzione intera di grado n ih a? ; quindi, in virtù 
della proprietà delle (unzioni X, sarà 

' —1 

6 la formola precedente diventa 

J f(x)d(v= j 9(a?)da? + R, 
— 1 — 1 

ove 

L' I cp (x) dx è il valore approssimato deirintegrale proposto, 
^^ —1 

ottenuto col metodo di Gauss. Esso si può calcolare come si è detto, 

e mettere sotto la forma 

^ —1 
ove 



(x — a?J {x — a?j) ... (a? — Xn] 






R è Terrore che si commette in questa approssimazione. Siccome 
X*,H-i è sempre positivo, si porti fuori del segno integrale ^(2*+2) (^y 
Si avrà: 

^- (2n+2)/ J_^Xh4.i^, 

in cui w è un valore di x compreso fra — 1 e + A- P^r eseguire 
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V I X*«+i dXy che è un numero che dipende puramente da n, 
^ —1 

si decomponga il differenziale ad integrarsi in X«h-i • Xn+i dx, e lo 
si integri per parti n + 1 volte; ovvero, ciò che fa lo stesso, si ap- 
plichi la formula (1), in cui si £àccia U i= X»-i-i ; dopo alcune ridu- 
zioni si avrà: 



/■'|xv,d.= (.4;'-i3Ì!.!2lU .r"'!(i-^*>-^<^- 



— 1 



(n+2) (n+3) ... (2n+2) J _^ 



Ora 



(1 — a?«>H-i flto? = 2 (1 — a?»)»H-ida?, 
-^ — 1 • 



colla • sostituzione x = coqì diventa 



/ (l-a;«)-HX<to = 2j2sen2-.8 <^ = 2| . 1 4...g±|; 



e quindi 

_2 1 . 2 . ... (n + 1) 2.4.6....2n + 2 /-(tit+t) (t#) 

(n4-2)(n4-3)...(2n+2) 3.5.7. ...2n + 3 (2n + 2)r 

La finzione Xn-hh 1^ sue radici Xq x^ ... a7ii, i coefficienti A^ A^ ... An 
del valore approssimato dell*integrale 

Ao I/o + A, y, + ... + A„ i/n, 
e Terrore che si commette nell'integrale I f(x)dx applicando il 

a 

metodo di Gauss, per i più semplici valori di n sono i seguenti: 



t'.' .^lm..^<k^' -^^..^ t 
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I. 



/ f(a?)^=(&-a)r(^^)+R. 



dove 



12 3! 



(a < w < ì>). 



n. 



X,=;r«— i: 



3 ' 



a?o = fl?i = -:= =0,57735, 



A —A — - 
A0 — ii.^ — ■^. 



La formala generale diventa 



J f(a})dx = 



b-^a 



^{ 



a -\-b , b — a 1 



+ 



, ^ I a + b b — a 1 \ 

+a-i 2-;^) 



2 V^ 



+ R 



) + 



ove 



*^ 180 IT- 
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m. 



X3 = a?^ — -^ X. 



a?i 



= 0; — a?o = ^8= [/-^ =0, 

A-i |g > ^0 Aj — ^g- 



77502. 



La forinola generale è 



*^ a 



= Tk(^ 



b d — 

r 



^Tl) 



+ 8/- 



(^) 



+ 



ove 



+ 5,(i±-'-^f|) 



^~ 2800 6! • 



+R, 



IV. 



— 070 = a?3 = 0,86113 ; — a?i = a?g = 0,33999. 

Ao = A3 = 0,17392 ; Aj = A, = 0,32607. 



L'errore che si commette in questa formula nell' ) f{x)cUx) è 

dato da 

R = 0,000022 ^^^^ /^®> (w). 
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§ 7. Volumi. 

37. Teorema. — Se F è una figura solida, e per ogni punto 
M d*un asse fisso OX si conduce il piano normale adOX^ 
che incontri F secondo una figura piana, se Tinterse- 
zione di questo piano normale ad OX in M col campo li- 
mite di F è una figura piana di area esterna nulla, 
allora detta w Farea delTintersezione di questo piano 
con F e detta oo Fascissa OM del punto M, il volume 
di quella parte di F i cui punti hanno ascisse com- 
prese nelFintervallo (a, V) è misurato da 



»=/ 



b 
uj doo, 

a 



Infatti sia Av il volume di quella parte di F i cui punti hanno 
ascisse comprese in un intervallo di ampiezza Aoo, Si immagini un 
cilindro avente le generatrici parallele ad OX, di altezza Ax e la 
cui base sia Funità di area; il suo volume sarà misurato da Aco. 
Ora, in virtù delle ipotesi fatte, il limite del rapporto di questi due 

volumi —, ove gli estremi dell'intervallo Aa? tendano ad uno stesso 

valore a?, ha per limite Farea u) : 

dv 

— = tu, dv^uj dXr 

quindi, il valore di v corrispondente a tutto l'intervallo (a, V) è 
dato da t? = I u) e&t?. 

38. Applicheremo laformola precedente ad alcuni casi particolari. 
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Cono. — Vogliasi determinare il volume del cono (o piramide) 
avente per base una figura piana di area B, e per altezza h. Sia 
O il vertice del cono; prendasi per asse OX la perpendicolare ab- 
bassata da sulla base; allora il piano normale ad OX in un 
punto M di ascissa x taglia questo cono secondo una figura simile 
alla base. Quindi, detta lu l'area di questa sezione, sarà 

u» : B = a;* : ft*, 
onde 

e il volume totale del cono 





^=1 S«^«'=4 ^^^ 



come si dimostra in geometria elementare per le piramidi, e come 
già abbiamo dimostrato per i coni a base qualunque. 

Ellissoide. — Riferito Tellissoide ai suoi tre assi, la sua equa- 
zione è 

Il piano normale ad Ox nel punto d'ascissa x incontra rellissoide 
secondo una ellisse ; detti a e P i semiassi di questa ellisse, i punti 
di coordinate {Xy a, 0), {x, 0, P) stanno sull'ellissoide ; quindi si hanno 
le equazioni 

da cui si ricavano le incognite a e p: 
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L'area tu di questa ellisse vale 



bc 

uj = itaB = Tt — ;- (a* — 0?*). 



Il voloBie totale delFellissoide si ottiene prendendo vCiudx fira 
i limiti — a e -{-a; quindi 



r.-h« 



bc ( 4 

t? =: 7T -j- I (a* — i»*) fifa? = -j- Tt àbc. 

— a 

Se si fa a=zì)=zc=ir, l'ellissoide diventa una sfera di raggio r, 

4 
e il suo volume vale ^ '^^' 

In modo analogo si determina il volume degli iperboloidi ad una 
6 a due falde di equazioni 

a?* y* z'^ a?' y* z* 



Paraboloide di rivoluzione. — La parabola conica, di equazione 
y^ = 2pXy ruoti attorno al suo asse x. Essa genererà un parabo- 
loide di rivoluzione. Il piano normale all'asse Ox, in un punto di 
ascissa x, incontra la superficie secondo un cerchio di raggio y, e 
di area u) = ity* = 2pxpx, Il volume del segmento compreso fra la 
superjQcie del paraboloide e il piano normale al suo asse nel punto 
di ascissa x vale 

^=1 \})dx=i2iip i xdx=:ixpx^, 
'^0 ^0 

-che si può pure scrivere 
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quindi il volume del segmento di paraboloide è eguale alla metà 
del volume del cilindro avente la stessa base e la stessa altezza. 

Solidi di rivoluzione. — Se Ja curva di equazione y = f(x) in 
assi ortogonali, ruota attorno all'asse delle a?, il volume generata 
dall'area limitata dalla curva, da due ordinate corrispondenti alle 

ascisse a e b e dall'asse delle a?, è misurato da ir | y* dx. 

39. Poiché il volume d'un solido F, limitato da due piani normali 

all'asse OXy corrispondenti alle ascisse a e & è misurato da | M}daiy 

potremo applicare al calcolo di questo integrale, e quindi al calcolo 
del volume i noti metodi di approssimazione. Come caso particolare, 
se segando il volume con tre piani normali ad Ox, ed equidistanti 
fra loro, le aree delle sezioni sono Wq, ui^, u)^» si avrà in generale 
per approssimazione 



/ 



u) cto? = — g-^ (u)o + 4uJa + uDj), 

a 



e questa formola è rigorosamente vera se uj è una funzione intera 
di 0? di grado non superiore al terzo. Quindi, in questo caso, il vo- 
lume cercato è eguale alla distanza {p — a) dei piani estremi, mol- 
tiplicata per la sesta parte della somma delle aree delle sezioni 
estreme, e del quadruplo dell'area della sezione media. 

Così, ad esempio, poiché l'area uj sezione d'un ellissoide con un 
piano normale al suo asse Ox è funzione di secondo grado a?, si de- 
duce che il volume totale dell'ellissoide, cioè il volume compreso 
fra i due piani tangenti all'ellissoide nei suoi punti d'incontro con 
OXy é eguale alla distanza di questi piani 2a moltiplicata pel sesto 
della somma delle aree sezioni estreme e del quadruplo di quella 

media. E poiché le aree estreme sono nulle, e la media vale nbCr 

4 
il volume dell'ellissoide vale -g- rr cìbc, come già si è trovato. 
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Come altro esempio, si consideri il volume comune a due cilindri 
circolari retti, aventi lo stesso raggio r, ed i cui assi si incontrano 
sotto Tangolo 0. Il piano passante per gli assi dei due cilindri in- 
contra il solido secondo un parallelogrammo di area 4r* sen9 ; ogni 
piano parallelo ad esso, alla distanza x, incontra lo stesso solido 
secondo un parallelogrammo, simile al primo, e la cui area ui vale 
4(r* — a:*) sen9. Perciò, siccome uj è funzione di secondo grado di 
07, applicando la formola precedente, si ha che il volume del solido 

2 

comune ai due cilindri vale i -^ del volume del parallelepipedo 

avente per hase il parallelogrammo 4r' senO, e per altezza 2r, dia- 
metro comune ai due cilindri. 



§ 8. Archi curvilinei. 

40. Teorema. — Se la posizione del punto P è funzione 
della variabile numerica U avente per derivata il seg- 
mento a, funzione continua di t, detto u il numero che 
misura la lunghezza di n, Tarco descritto da P, mentre 
t varia nell'intervallo {t^, t^ è misurato da 






udt 



Infatti sia A^ la lunghezza dell'arco descritto da P, mentre t 
varia in un intervallo parte di {t^, fj, e la cui ampiezza sia ^t 

Sia e la corda di miest 'arco ^s. Si avrà -r— = — . -r— . Fa- 

^ ^t e ut 

cendo tendere Af a zero, il fratto — - , che è il rapporto Ara la 

lunghezza dell'arco alla sua corda, ha per limite l'unità, per quanto 

si è visto. Il rapporto -^ ha per limite u; quindi 

-;j^ = w, ds = udtj e s ^= l^ udt 



'o 



dt 
Fjuho, Qtom. injin. 15 
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41. 'Se il punto P è riferito a coordinate, cartesiane o polari, 
sostituendo, in s, ad u la sua espressione mediante le derivate di 
queste coordinate, la formola precedente può assumere forme varie. 
Coa : 

n punto P si muova in un piano, e siano a? ed 1/ le sue coordi- 
nate cartesiane ortogonali, che supporremo funzioni d*una varia- 
bile t 

Detti i e j i segmenti di riferimento, si avrà 



OP = a;i + yj, 



quindi, derivando, 






^=u=\/ (§)' + m- 



quindi 



ds=udt = V[^y+[^ydt=:f/ax*-^ay*- 



S^ la variabile i coincide coU'ascissa a?, sarà 



Siano r ed a le coordinate polari del punto P, e sia r funzione 
di cu Si avrà, conservando le notazioni della pag. 80, 

OP = ra, usra'-fr'a, t« = /r*^+r^= r ^+ (-^ì*, 
e 

ds = uda = f/rfr* + r* da* 
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Siano X, y, z le coordinate cartesiane ortogonali del punto P, 
funzioni di t Si ha 



u 



=v(l^)"+(f)' +!§)'■ « ^=v^+^>+^. 



Siano r, 9, 9 le coordinate polari del punto P, che supporremo 
funzioni di t Si è trovato (pag. 110) che 



u 



-Ai)'+''[i)'+'"^i^)'-' 



quindi 

42. Parabole, — Sia dapprima la parabola conica riferita all'asse 
e alla tangente nel vertice. La sua equazione sarà 

y^ = 2pv. 
Differenziando, si ha ydy zzipcUv. Quindi sostituendo in 

OS = i^dx* + dy\ 

a ^ il suo valove ^--^, si ha 

P 

ds=:V^,+ i dy=-j\/y^J^p^dy\ 

e la lunghezza dell'arco compreso fra l'origine, per cui 1/ = 0, e 
un punto qualunque di ordinata y è misurata da 

1 c^ / ^ 



— 228 — 

L'integrale che qui comparisce si può scrivere 



'=jfvV^ + ^ay; 



quindi, integrando per parti e prendendo come fattore da integrarsi 
y dy, si ha, dopo alcune riduzioni, 






e infine 



*^y*+P' 



s=:ii/yrfpi+^iogy+^y'+p*. 



Zpfy TP « 2 



P 



Sia, più generalmente, la parabola di equazione in assi ortogonali 

y z=i(ia!^. 

Si avrà dy = mao?"»- ^ dXy e sostituendo in (fó = |/(to?* + ^Vf^ si ha 

éfó = f/l + m^o^a^"^ - 1) rfo?. 

Il differenziale che qui comparisce è un diflTerenziale binomio. 

Esso è integrabile, sotto forma finita, tutte le volte che è intero 

1 11 
uno dei numeri ^, rr e ^, jr + -^, vale a dire quando m 

2[m — 1) 2(m — 1) 2 ' ^ 

1 4- 1 

ha la forma m = --^, ove i sia un intero qualunque. Attribuendo 

2 3 4 

ad i i valori 1, 2, 3, ... , si hanno per m ì valori -j, y, ^, ... ; ed 

attribuendo ad / i valori — 2, — 3, . . . si hanno per m i valori 

-^, -Q-, . . . reciproci dei precedenti ; ma le due serie di parabole 

cosi ottenute si scambiano Vuna neiraltra scambiando gli assi fra 
loro. 
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Se si conviene di contare l'arco a partire dall'origine, supposto 
w > 0, si ha 






integrando per parti, essendo a;»~i cto il fattore ad integrarsi, si ha 



La parte integrata, che si può scrivere r ( — ) +(a^~)*, rap- 
presenta la lunghezza TP della tangente all'arco nel suo estremo P, 
cioè la porzione di tangente compresa fra il punto P, e il suo punto 
d'incontro T coU'asse delle x. 
43. EUisse^ —.Se si fa 

07 =: a sen^, i/ = & cos^, 

variando U il punto P, le cui coordinate cartesiane ortogonali siano 
X ^ y descrive, come è noto, un'ellisse, i cui semiassi sono diretti 
secondo gli assi cartesiani, e valgono a e &. 
Differenziando si ha 



dx = a coBt dt, dy:=z — l> seni dt, 



quindi 



ed 



ds = i/dx^ + dy* = »/a*cosV + &*sen*< dt, 

s = J^/a* cos*f + &« aen^tdt. 
Se l'integrale si prende fra i limiti. e -5-, il punto P descrive 
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un quadrante di ellisse. Perciò la lunghezza E deirintiero perimetro 
dell'ellisse vale 



ir 



(1) E = 4 f ^ |/a^ cos'^ + &* sen«^ dt 

^ 

L'integrale che qui comparisce non si può calcolare sotto forma 
finita colle funzioni algebriche o trascendenti elementari. Lo calco- 
leremo per approssimazione. 

Supposto a> b, pongasi nell'espressione di E invece di cos* t il 

suo valore 1 — sen* t e facciasi — r— = e\ sicché il numero e è 
Teccentricità dell'ellisse. Si avrà : 



IT 

E = 4a f^ (/l — e* sen»^ dt ; 
•^0 

l'integrale di destra dicesi, con Legendre, integrale ellittico completo 
di seconda specie. Noi lo svilupperemo in serie. Perciò si ha dalla 
formola del binomio 

ì/i — e' sen^ t = (1 — e' sen« 0* = 1 g- e'senH — 

— 5--T e*senH — ^ .' e^sen*^ — ^ '\ ^ e^senH — ... ; 

2 . 4 2.4 .6 2.4.6.8 

e la formola è valida qualunque sia t, perchè, essendo e* < 1 e 
sen*^ < 1, sarà pure e*sen*^ < 1. Inoltre la serie di destra è di 
convergenza equabile, perchè i termini di essa sono rispettivamente 
minori, in valore assoluto, di quello che diventerebbero ove si fa- 
cesse sen^ = 1, i quali termini sono indipendenti da ^ e formano 
una serie convergente. Quindi, moltiplicando per dt ed integrando, 
si ha 

r IT ir ir 



E = 4a 



p dt — '^e^j^senHdt — ^e*J^ senHdt—.. 



LO 
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e sostituendo agli integrali del secondo membro i loro valori (Gale, 
pag. 309). 

(2) E = 2Tra[i-(i-)%'-(2^)'3e*- 

La quantità racchiusa entro parentesi, moltiplicata per a, ossia 

E 

^— , rappresenta il raggio del cerchio la cui circonferenza è eguale 

al perimetro dell'ellisse. 

44.|Invece dello sviluppo precedente potremo dare delle formole 
di approssimazione di E, che in alcuni casi possono riuscire più 
comode. 

Poiché la quantità /a* cos'/ + &'sen'^ si può scrivere 

Va} — (a« — &') sen«^, 
ovvero 

|/&«-j-(a'_&«)cos»^, 
si deduce che essa è minore di a e maggiore di &: 

& < /a' cos'^ + &* sen'^ < a, 
quindi, sostituendo nelFespressione (1) si ricava 

(3) 27T&<E<27Ta; 

la quale formola ci dice che la lunghezza dell'ellisse è maggiore 
della circonferenza di raggio il semiasse minore &, e minore della 
circonferenza di raggio il semiasse maggiore a, cosa del resto evi- 
dente. 
Quindi si avrà un valore approssimato di E prendendo la semi- 
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somma dei valori precedenti 

«(a + 6), 
ma questo valore è più piccolo del vero. Infatti si ha 

(/a*cos'^ + &*sen'^ = a cos*< + &sen*< + 
+ (a _ ìif senV cos*^ 



a cos*^ + ì) sen'^ + |/ a'cos*^ + 6*sen*< 



e sostituendo in (1), ed eseguiti i calcoli indicati, si ha 



IT 



ìak ^ / I T.X I ^/ 'u\%C% sen*^cos*M^ 

(4) E=TT(«+&)+4(a— &)M ^ , 

* acosV+6sen*<+|/a*cos*^ + &»sen«^ 

e siccome il secondo termine è positivo, si conchiude E > Tt(a -f- &)- 
Si possono trovare dei limiti entro cui è compreso Tint^rale di 
destra; invero si ha 

& < acos*^ + &sen*< < a, 

ì) < ^à} cosH + &* sen'< < a, 
quindi 

^ acos«« + &sen'/ + )/a«cos««4-&*senV ^ ' 

si moltiplichi per sen*< cos'< d^, e si integri ft^ e -^ . Osservando 
che 

ir 

j ^ sen*^ cos*^ c^ = -^, 

si deduce 

senH cos*/ (W 



32^ J ^ acosV + &sen*< + |/a* cosV + 6* sen*< 32a ' 
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onde sostituendo nell'espressione (4) di E: 



(5) E>7r(a + 6) + 7T(^^*, e < iT(a + &) + n (-^:=^. 



Quindi il raggio del cerchio la cui circonferenza è eguale ad E, 
cioèx-, risulta compreso fra 

9 

a+b , (a-6)» a+b (a-ft)« 

2 "• 16a » ® 2 "^ 166 • 

Così, se p. e. si fa a == 41 , & =: 40, si trova applicando (jueste 

ff 

formolo, che il raggio del cerchio la cui circonferenza è eguale 
all'ellisse di semiassi 41 e 40 è compreso fra 

40,50152 e 40,50156, 

e cosi resta determinato con quattro cifre decimali esatte. 

In modo analogo si possono trovare infinite altre espressioni che 
comprendono il valore di E. €k>sì, se nella formola (4) invece di 

|/ a^cosH + &*sen*^ si pone acos*^ + &sen*^, che ne è minore, si 
deduce 

ir 

OTTero, calcolando questo int^rale, 

E<iT(a + 6)4-" ^''"*^' 



2 (y« +)^6)*' 



che si può anche scrìvere 



E < iT(a + 6) + 4 (>/« - K^ft )'. 
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45. Un'altra formula approssimata per l'arco d'ellisse si può ot- 
tenere per quest'altra via. Si ha 

>/a' cos' t-\-b^ sen* t = ì)'^(a — &) cos ^ 

cos ^ (1 — cos t) 



— 2b{a — b) 



b-hia—b) cost + \/a^cos*t + b*Ben!^t ' 

quindi 

ir 

E = 4 p/a^ cos* t + &« sen' tdt=2nb-{' 4(a —b) 
• 

^TT- cos t(i — COS 

~-Sb{a — b) p cu. 

Ora, poiché l'ultimo integrale è positivo, si deduce 

E<2n&-|-4(a — &), 



che si può pure scrivere 



E 2a + (ir— 2)6 



2ir 2-f(ir — 2) 

E 

E poiché s~ è il raggio del cerchio la cui circonferenza è ^uale 

a quella dell'ellisse, ricordando quanto si é detto precedentemente, 
si deduce che il raggio del cerchio la cui circonferenza 
è eguale a quella dell'ellisse di semiassi a e b è mag- 

giore di -^, ed é ramore di & + — (a—b)= 2 + (ir — 2) ' 

Se in questa seconda formula invece di tt si sostituisce 3 < ii, si 
aumenta il valore della frazione, quindi: 

Il raggio del cerchio la cui circonferenza è eguale 
a quella dell'ellisse di semiassi a ebè maggiore di 

' , ed è» minore di — ^—. 
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Poiché il raggio r del cerchio la cui lunghezza è eguale a quella 
dell'ellisse, è, come si è visto, minore di a e maggiore di &, esso 
si potrà mettere sotto la forma 



a-\-zb 



i-\-z ' 



ove z è una quantità positiva, poiché la frazione -r-^r; — col va- 
riare di ;3r da ad 00 va decrescendo da a a &, ed assume tutti i 
valori compresi fra a e &. E poiché si è trovato 






«-h(|-iì* 



1+ 



M' 



si conchiude che i valori di z risultano compresi fra 



1>^>|-.1=: 0,57029. 



Dico che i due limiti or ora trovati, entro cui sta compreso z, 
sono appunto il limite superiore ed il limite inferiore dei valori 
dìz, sicché non esistono altri limiti, più prossimi fra di loro, che com- 
prendano i valori di z. Infatti dalla r = \ /* si ricava 

1 "T* Z 



a 

Z = 



r-'b' 



e sostituendo 



2a .^ 



= — ^^ \/i — e*senUdt, l) = al/i — e^, 



e sviluppando in serie secondo le potenze ascendenti di e il nume- 
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ratore e il denominatore, si ha 



;2r = 



['- (4) •- (.-^) --l-C'-^-.-i-.-M--] 






4^2.4\ 2.4/ ^2.4.6\ 5.4.6/ ^ 

Facendo tendere e verso zero, lim z = i; quindi poiché i valori 
z sono tutti maggiori di 1 e si possono approssimare all'unità quanto 
si vuole, sarà 1 il limite superiore dei valori di z. 

2a 

Facciasi invece tendere l'eccentricità e verso 1. Si avrà limr = — - 

TI 

lim&=:0, e lim ^= ~ — l.Pertantoivalori dissono tutti madori 
di -^ — 1, ma si possono approssimare quanto si vuole a questa 
quantità ; dunque ^ — 1 è il limite inferiore dei valori di z. 

46. Sia la spirale d'Archimede di equazione r = a a. Si avrà 
dr = aday e 

ds = ^dr* + r* éf a* = a |/ i + a« da ; 

quindi integrando fra i limiti ed a si avrà la lunghezza d*un arco 
della spirale, di cui un estremo è il polo 



/l + a*é«a = -9 «a|/i+a»^- 
- ^ 



+ ialog (a-f>/l + a«). 
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Siano co e y \e coordinate cartesiane ortogonali d'un punto P 
nel piano, e siano r ed a le coordinate polari d'un altro punto Q ; 
suppongasi che x, y, r, pt siano funzioni d'una stessa variabile t, e 
tali da soddisfare alle equazioni 

e.- 

dr = dXy rda = dy. 

Detti s ed s' gli archi descritti da P e Q mentre t varia in un 
intervallo qualunque, si avrà 

ds = \/dx* + dy^ , ds'= ^dr^ + r' rfa*, 

ed a causa delle equazioni precedenti ds:=ids^, e 5 = 5', ossia gli 
archi corrispondenti delle due curve sono eguali. 

Dalle equazioni precedenti, dati a? ed j/, si possono ricavare r ed a, 
e viceversa 

aU OD ÓjDC 

Facciasi p. e. y=z—^ onde dy^=: . Le equazioni precedenti 

diventano 



dr = doo, rda= 



la prima equazione è soddisfatta ponendo r = a>; allora la seconda 

diventa da= — la quale è Isoddisfatta facendo r =pcu Quindi le 

P 

curve x'^ = 2py (parabola conica) e r=pa (spirale d'Archimede) 
sono tali che se un punto P, di ascissa x, descrive un arco della 
prima, ed un punto Q di raggio vettore r = x descrive un arco 
della seconda, i due archi sono eguali in lunghezza. 



§ 9. Formale generali per le aree. 

47. Teorema. — Se le posizioni dei due punti AeB nel 
piano sono funzioni d'una stessa variabile numerica 



— 288 — 

t, aventi per derivate i segmenti -j- e -jr funzioni 

Cf>t ut 

continue di t, e se variando t fra t^ e t^ laj retta finita 
AB non passa mai due volte per uno stesso punto, 
allora l'area descritta dalla retta AB è misurata da 



u 



4 /^B.( 



d A , dB \ ,. 

w + ir) '«' 






ì indi 



ica il numero che misura l'area 



del parallelogrammo compreso fra segmenti equipol- 
lenti ad AB e ^- + -3-. 

dt ^^ dt 

Infetti, dati a t i valori ^ e t -\- ù^t, siano AB e A' B' le posi- 
zioni corrispondenti della retta mobile, e sia Lu l'area descritta da 
AB mentre t varia in questo intervallo. Si avrà 

A2^=ABB'A' + € + €', 



./ ove ABB'A' rappresenta l'area del quadrilatero di 
vertici ABB'A'; € è l'area compresa fì:^ l'arco cur- 
vilineo A A' e la sua corda, ed e' l'area compresa fìra 
l'arco BB' e la sua corda, queste due aree essendo 
prese positivamente negativamente secondochè si 
debbono aggiungere sottrarre al quadrilatero per avere t^u. 
Ora si ha che 




ABB'A'=: i AB'.BA' = i- (AB + BBO- (BA + AA') 
= ^ AB.(AA'+BB')+ -^ AA'.BB'; 



e dividendo per Lt si ha 



ABB'A' 1 , ^ 



AA' , BB' 

T" 



A# 



ù^t 



, 1 A A' BB' ^ 
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Facciasi tendere At a zero. Poiché 



,. AA' dA ,. BB' dB 



si avrà 



,. ABB'A' 1 , _ fdA , dB\ 

L*àrea € è minore dell'area del rettangolo di base A A' e di al- 
tezza la massima distanza dei punti dell'arco A A^ dalla sua corda. Se 
X è il punto dell'arco A A' per cui la distanza dalla corda è massima, 
l'area di questo rettangolo vale AA' . AX; quindi, in valor assoluto 

€ < AA' . AX, e -T- < -r— . AX. Facciasi tendere £^t a zero; -r— 

At ù^t At 

tende ad un limite finito; ma AX tende a zero, perchè il punto X 
dell'arco A A' tende ad A; quindi lim — - = 0. Analogamente si di- 

mostra che lim i- = 0. 

m 

Dividendo pertanto l'espressione trovata di Aw per A<, e pas- 
sando ai limiti si ha 

,. A« du ì .^ fdA . dB\ 
At dt 2 \ dt ^ dt * 



ossia 



, 1 .-^ (dA . dB\ ^. 



ed il valore di u, ove t varii nell'intervallo (t^y t^) è dato da 



1 r \o ìdA , dB\ ^. 



e . V . d. 



48. Se nella formula precedente si tralasciano i limiti, e invece 
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di T- dte-^- dt ^ scrive dA. e é?B, essa diventa 

at at 



u=^jkB.(dA. + dB). (i) 



Sia G il punto medio del segmento AB. Essendo un punto fisso 
qualunque, si avrà 20G = 0A + 0B, e diflTerenziando 2dC = dk-\' 
4-rfB. Quindi, sostituendo, la formula precedente diventa 



u = JkB.dG. (2) 

Siìi2LdA.B=dB — dAy AdiCmdB^dk-^dkB. Sostituendo nella 
(i) si ha una terza espressione dell'area 

U = f (ab . rfA + ^ AB . dABJ. (3) 

Le formule precedenti contengono tutte quelle finora trovate. In- 
vero, la retta mobile che descrive l'area w sia l'ordinata MP d'un punto 
d'una curva. Si avrà OM = a?i, MP=|/j; OP = a?i-(-yj; quindi 
dOM = dM. = ida); d}A.F = idy; e sostituendo nella formola (3), 

che nel nostro caso diventa w = J fMP.rfM+ -^ MP . dMP j 

ricava 

w = j .1 j ydx. 

Se i segmenti di riferimento sono eguali all'unità di misura ed 
ortogonali, cioè la curva è riferita a coordinate cartesiane ortogo- 
nali, sarà j . i =: 1, e 



SI 



w = j ydx. 



Se i segmenti i e j, ancora eguali all'unità di misura, fanno fra 



— 241 — 

loro Tangolo uj, che è il caso delle coordinate cartesiane oblique, 
sarà j.i=senu), e 



u = sen uj j ydx. 



Supposto che X ed y siano ancora le coordinate cartesiane del 
punto P, la cui posizione dipende da t, detta l'origine delle coor- 
dinate, l'area descritta dalla retta OP sarà data da 



u=^foP .dF, 



che si ottiene dalla (1) ponendo invece di A, B, dk, dB rispettiva- 
mente 0, P, 0, c?P. Ora si [ha OP^an -\-yj; dP^doA-^dyi 
OP .dP=::{xdy — yda>)i.j. Quindi sostituendo si ha 



1 . . /' 
u 



= 2 ijj (xdy—ydx); 



e l'area i . j vale l'unità, ovvero sen u), secondochè gli assi sono 
ortogonali od obliqui. 

Siano r ed a le coordinate polari del punto P, e sia r funzione 
di a. Detto O il polo, e conservando le notazioni della pagina 80, 
si avrà 

OP = ra, dP = (ra! + r'a) da; 

quindi OP .dP=z r^a . a' , e l'area descritta da OP vale 



u=j foP.dP = ^A.B!Jr''da; 



ovvero, poiché a . a^ = 1, 

Piamo, Giom. mjin. 16 
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Se la retta AB si muove in guisa da riuscire sempre tangente 

in A alla curva descritta dal punto ^» 
sarà AB . dA = 0, e l'area u si riduce to 
virtù della (3), a 




u 



= -iJ AB.rfAB; 



d'altra parte se da un punto fisso O si 
duce un segmento variabile OP = AB, 1 
V descritta da OP sarà data da 

v= ^JoP.rfP; 



• 

ma siccome OP = AB, e dP^dOP^dKB, si deduce w=^«?, ossia 
l'area descritta dal segmento AB è eguale all'area descritta dal 
segmento equipollente OP. 

Se la retta AB ha una lunghezza costante /, e si mantiene sempre 
normale alla curva XY descritta dal suo punto medio G, si avrà 



u 



= ['ab .dG=l X Jgr. dC. 



Ma J gr.e^G è la lunghezza dell'arco XY descritto dal punto C. 

Quindi l'area descritta dal segmento AB è eguale all'area del rettan- 
golo avente per base la lunghezza dell'arco descritto dal punto G e 
per altezza la lunghezza costante del segmento AB. 

49. La posizione d'un punto P nel piano o su d'una superfìcie 
può essere data mediante due variabili numeriche, che indicheremo 
con u ev. Cosi, nel piano, u ev possono essere le coordinate car- 
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tesiane, ovvero le coordinate polari del punto P. In generale i due 
numeri u e v soglionsi chiamare le coordinate del punto P nel 
piano su quella superficie. Supponiamo sempre che ad ogni 
coppia di valori u e v, se occorre convenientemente limitate, cor- 
risponda una posizione di P, e che a coppie distinte corrispondano 
posizioni distinte di P. Attribuendo ad u un valore qualunque, e 
variando v tra. due valori 8^ (u) e 9^ (w), che possono dipendere da 
u, il punto P descrive un arco di curva in quel piano o in quella 
superficie. Variando poi u fra due valori a e &, questa curva si 
sposta e descrive un'area. Quest'area si può esprimere con due in- 
tegrazioni successive^ come dimostra la proposizione che segue: 

Teorema. — Se la posizione del punto P è funzione 
delle due variabili numeriche u e v, avente per de- 
rivate rispetto a w e a i; i. segmenti p e q, funzioni con- 
tinue dì u e V, il luogo dei punti P che corrispondono 
alle coppie dei valori di u e v che soddisfano alle 
diseguaglianze 

a<u<ì), Go (w) < t; < e, (u) 

essendo 8^ (u) e 8^ [u) funzioni continue di w, ha un'area 
misurata da 

S= j du \ iisdVj 

ove u) è il numero che misura l'àrèa del parallelo- 
grammo p.q, cioè uj =^r (p.q)=^r pX^^qXsenp, q. 

Suppongasi dapprima che il punto P giaccia in un piano fisso. 
Sia MN una qualunque delle linee descritte da P mentre, attri- 
buendo ad u un valore fisso, v varia da % (u) , 
a 8i (w). Sia M'N' una nuova posizione di questa ^' ^ ^_J^ 
linea, corrispondente ad un nuovo valore u + Aw CZZI-^^ 
di u. Dicasi AS la porzione dell'area S com- 
presa fra le linee MN ed M'N', cioè l'area descritta da MN mentre 



' 
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a varia neirintervallo {UfU + Au). Siano P e P' due punti dalle 
linee MN ed M' N' corrispondenti ad uno stesso valore di €?- Va- 
riando V fra % e G^, la retta PP' descrive un'area IVINN^M^, la 
quale differisce dalla AS solo per due triangoli mistilinei MM^M*, 
e NN^N' che possono appartenere all'una e non all'altra delle due 
figure: 

AS=MNN,M, + MM,M'^+NNjN' 

Ora la prima parte in virtù delle formule dimostrate è espressa 
da 



MNN,M,= i/pF.(^5^+f)^. 



e dividendo per At*, 



1 rPP fdF , dF\ ^ 

2J A^r-is^+tsr)^^' 



gli integrali essendo estesi da % a 0^. Ora, col tendere di Au a 

PP'rfP dP rfP 
zero, lim ■^— = — s p ; il segmento -j- = q ; ed il segmento 

che è ciò che diventa q, ove ad u si sostituisce u -\- Aw, ha per 
limite q col tendere di Aw a zero. Quindi, supposto fisso v, si avrà 

1 PP' fdP c?P\ 

lim 2 •^— . ( ^ — \- -j- ] = p . q = (jj; inoltre, a causa della conti- 
nuità di p e q, il membro di sinistra converge equabilmente verso 
uj qualunque sia t?, ossia, fissata una quantità piccola ad arbitrio» 
si può supporre Aw cosi piccolo che la differenza fra il membra 
di sinistra ed il suo limite cu sia minore di questa quantità, per 
ogni valore di v. Allora il limite dell'integrale sarà l'integrale del 
limite, ossia 



lim — * = 1 {M dv. 



La figura MMjM' è minore del rettangolo di base MM, e di al- 



j 






'i" i.-- 



< Ai 



^OCV:- 



•'..Ir 



i" 
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te^zaMa massima distanza ò dei punti di MM' da MM^; quindi 
< -7—^ h; e, col tendere di Au a zero, -r— ^ tende ad un 



D: limite, ò tende a zero, perciò 



lim — r-^ — = 0. 
Am 



\S Analogamente 



lim — x-^ — = 0. 

At« 



Si divida respressione di AS per £iu, e si faccia tendere Au a 

:zero. Poiché sono noti i limiti dei termini in cui è decomposto 

AS . . 
;r— , si avrà: 

Ate 



lim -7— = :r- ;= {X}dV, 
Au du J 



•e quindi il valore intero di S, ove u varii nell'intervallo (a, b) sarà 
<lato da 



=/(/ 



u) dv du, 



quest'ultimo integrale essendo preso fra i limiti (a, &) mentre il 
primo lo è fina Oq e 9|. Questa è la formula a dimostrarsi. 

Suppongasi ora che il punto P, la cui posizione dipende da u 
« t;, si muova su d'una superficie qualunque. Si decomponga questa 
superficie in parti, e, dopo averle trasportate comunque nello 
spazio, le si proiettino ortogonalmente su d'un piano fisso TT. Detta 
P' la proiezione del punto P già trasportato, e dette p' e q' le de- 
rivale parziali di P' rispetto ad i* e t?, le quali sono le proiezioni 
dei segmenti p, q, già trasportati, e iktto iw' = gr (p' . q'), il quale 
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ui' sarà la proiezione delFarea p . q di grandezza uj, Varea S^ della 
proiezione della figura data sarà misurata ùsl S z= i du j iu' €lv ; 

e poiché u)' è minore di u), si deduce S '< ( du juic^t?; ossia, se sì 

decompone la superficie descritta da P in parti, e, dopo averle tra- 
sportate nello spazio, le si proiettano su d*un piano fisso, la somma 
S' delle proiezioni di queste parti è sempre minore dell'integrale 

duplicato idu iijjdv. Si decomponga ora in parti la figura data, 

in modo che l'angolo che il piano tangente alla superficie (cioè il 
piano dell'area p . q) fa in due punti di una di queste parti sia 
minore d'un angolo piccolo ad arbitrio e, cosa possibile a causa 
della continuità di p e q. Si trasportino queste parti in guisa che 
il piano tangente in uno dei loro punti sia parallelo al piano TT su 
cui si proietta. Si avrà uj' = uj cos (uj, ud') indicando con tu, ui' l'an- 
golo che il piano dell'area u)', cioè il piano TT, fa col piano delFarea 

u), cioè p . q, dopo il trasporto. Allora, siccome per ipotesi uj, uj' < e,, 
sarà u)' > uj cos e; quindi 

&= { du { ^' dv> cose J du Ju) dv^ 

quantità che si può supporre tanto prossima quanto si vuole a 

C du i ijjdv, 

perchè si può supporre cos e differente dall'unità meno d'una quan- 
tità comunque piccola. 

Dunque, se si decompone la figura descritta da P in parti, e queste, 
dopo averle trasportate comunque nello spazio, vengono proiettate 
ortogonalmente su d'uno stesso piano TT, la somma S' di queste 

proiezioni è sempre minore di ( dt< ( uj rfv, e vi si può avvicinare 

quanto si vuole; ossia quest'integrale è il limite superiore di S'. 



1 

^ 
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Ma, per definizione, il limite superiore delle aree S' è Tarea S della 
figura data; quindi 



S = I (2t« U) 6^t7, 



e . V . d. 



50. Come esempio, comincieremo ad applicare le formule prece- 
denti ad aree piane. 

Siano rr? ed y le coordinate cartesiane del punto P. Detti i, j i 
segmenti di riferimento, sarà OP = a?i -f- 1/ j- Derivando si ha 



rfP . rfP 



= ^y -xr=J" 



dx dy 

L'area uj = i.j è in questo caso costante; quindi l'area descritta 
dal punto P mentre le sue coordinate variano entro i limiti 

a<x<l>y %{x)<y<^^ (x) 

sarà data da 

.& ^e,(a?) 

Eseguendo il secondo integrale 

,e,(a?) 

si avrà 



S = i . j dx ì dy. 



^e,(a?) 

dy = ^,{x) — %(x), 



S = i.jJ (e,(a?)-eo(a?)](to. 



formula che è conseguenza diretta dì quelle già dimostrate. 
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Se r ed a sono le coordinate ^polari di P, detto a il segmento 
eguale all'unità di misura e che fa l'angolo a colFasse polare, sarà 

O P = ra; -^— f= a, -j— = r a'; u) = r a . a', e siccome a . a' = 1, 

ar da 

sarà u) = r; quindi Tarea descritta da P è data da 



n 



rdrda, 



gl'integrali essendo presi entro limiti convenienti. 



§ 10. Calcolo dì alcune aree non piane. 

5 1 . Cilindri. — La posizione del punto A sia funzione d' una 
variabile u. Variando w, il punto A descriverà una curva qua- 
lunque, piana o non. Per ogni posizione di A si conduca una retta 
parallela ad una retta fissa l. lì luogo di queste rette sarà una su- 
perficie cilindrica. 

Sia a un segmento fisso parallelo alle generatrici del cilindro. 
Detto P un punto della generatrice che passa per A, il segmento 
AP avrà la direzione di a; quindi esisterà un numero v tale che 

AP = va. 

Variando v, il punto P descrive la generatrice che passa per A. 
In tal modo la posizione d'un punto qualunque P sul cilindro è 
determinata dai due numeri u e v; il primo determina la genera- 
trice su cui il punto si trova, e il secondo la posizione del mede- 
simo sulla generatrice. 

Supposto u fisso e variabile v, derivando V equipollenza prece- 
dente si avrà 



dP ^ 
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supposto invece v fisso e variabile u si avrà 



du du ~~ * 



ossia 



dP ^fdA 
du du' 



Quindi 



idP dP\ I dA \ 



e Tarea d*una porzione del cilindro sarà data da 



®=/f^(-^-*)'^«''*' 



l'integrale essendo esteso a limiti convenienti. Delle due integra- 
zioni indicate, quella rispetto a i? si eseguisce subito, perchè la 
funzione da integrarsi è indipendente da v. Se v^ e v^ sono i limiti 
entro cui varia v, i quali possono dipendere da w, si avrà 



=J gr(4^.a) (v,-v,)du. 



Merita menzione speciale il caso in cui la linea descritta dal 
punto A è una sezione &tta nella superficie cilindrica con un piano 
normale alle generatrici. Supposto ancora che l'area a determinarsi 
sia quella generata da una porzione AP di generatrice, di cui un 

d A 

estremo è il punto A, Tarea del parallelogrammo -j- . a sarà 
data da 



I dA \ dA-^ 



dA 

perchè l'angolo dei segmenti -^— e a è retto. I limiti v^ e v^ sono 
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rispettivamente e il valore di v oarrispondente air^stremo P di 
AP, il quale valore indicheremo semplicemente con t?. Quindi in 
questo caso 



=/ 



gr-^ XgraXfrfw. 



Ma poiché AP = t?a, sarà grAP = rgra; quindi posto h = grAP, 
ossìa detto h la lunghezza del segmento mobile AP, si avrà 



S 



=r 



dA 

gr --r— . hdu; 

^ du 



ovvero ancora, detto s Farco di curva descritto da A, sarà 



dk 

«r — du=ds. 



e quindi 



= ì hds. 



Esempio» — Uh cilindro di rivoluzione, la cui base è il cerchio 

OAB, è tagliato con un piano OBG passante 
pel centro O della base. Trovare l'area della 
superficie cilindrica compresa fra questo j»ano 
e la base (cioè il doppio del triangolo misti- 
lineo ABC). 

Sia a il raggio OA» e a rangole diedro 
dei due piani AOB e GOB, che è misurato 
dall'angolo piano AOG. Detta s la lunghezza 
deirarco AM che va dal punto A al punto variabile M della base, 

sarà l'angolo AOM = ^ ; la distanza di M da OB, che diremo MN, 

Cv 




s 



sarà espressa daacos-; e dal triangolo MNP si ricava che 
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MP =a cos ~ tang a. Questa è[la lunghezza del segmento mobile MP, 

ce 

che prima si era chiamata h. Variando 5 fra e ^ a, il punto M 

va da A in B, ed MP descrive il triangolo mistilineo ABC. Si avrà 
quindi 



ir IT 

J'o"* s r "2 ^ 5 

acos- tangaÉf^ = atanga a cos -éfc=: astenga. 

^ J ^ 

Ma l'area del triangolo OAG = -g- a* tang a ; quindi l'area della 

figura ABC è il doppio dell'area del triangolo OAG, sua proiezione 
sul piano OAG. 

52. Goni. — Sia un punto fisso, ed M un punto variabile, la 
cui posizione è funzione d' una variabile numerica u. Variando M 
la retta OM descrive una superBcie conica, avente per vertice 0, 
che contiene la curva descritta da M. 

Sia P un punto qualunque della generatrice OM. Si potrà deter- 
minare un numero v in guisa che 

OP = -yOM. 

Gosl la posizione di P sulla superficie risulta determinata me- 
diante due numeri u q v\ W primo determina la generatrice su cui 
si trova P, il secondo la posizione di P sulla generatrice. Derivando 
l'equipollenza precedente rispetto ad w e t; si ha 



dP dM dP 

= i? -7—, -3— = OM; 



du du ' dv 

quindi 

idV dV\ I dM _..\ 
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e la superficie S descrìtta da P, mentre u e v variano entro certi 
limiti à data da 



3=/Jgr 



t) -j— . OM dM av. 



spetto a V sì può eseguire immediatamente, 
voler considerare l'area descrìtta dal semento 
'iare da ad 1; quindi 



o 



»)/„'" 



se sì suppone che OM sìa di lunghezza costante 
M si muova su d'una sfera di centro e di raggio 

lì ■^— , che è tangente alla sfera, sarà normale al 

di 



irjg 



I integrale rappt'esenta la lunghezza dell'arco di 
jcritta da M; quindi l'area della superficie conica 
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limitata da una sfera di centro il yertice del cono è eguale al- 
l'area del triangolo avente per base la lunghezza della lìnea inter- 
sezione della sfera col cono, e per altezza il raggio della sfera. 

53. Sfera. — La posizione d'un punto P su d'una sfera di raggio 
r si può determinare mediante le sue coordinate geografiche, cioè 
mediante l'angolo 9 che il raggio OP (k col piano d'un cerchio 
massimo fisso (equatore), il quale angolo dicesi latitudine, e me- 
diante l'angolo diedro cp che il piano che proietta OP sul piano 
dell'equatore fa con un piano fisso (primo meridiano), al qual an- 
golo si dà il nome di longitudine. Il luogo dei punti corrispondenti 
ad uno stesso valore di è un parallelo, il luogo di quelli corri- 
spondenti ad uno stesso valore di cp è un meridiano. 

Già si è visto (pag. 109) che la derivata del punto P rispetto a 
6 è un segmento tangente al meridiano passante per P ed eguale 
in grandezza ad r; e che la derivata di P rispetto a cp è un seg- 
mento tangente al parallelo passante per P ed eguale in grandezza 
ad r cos 9. Quindi l'area ui del rettangolo compreso fra queste due 
derivate sarà 

u) = r* cos 9, 
e l'area d'una porzione qualunque di sfera sarà espressa da 



-'!! 



COS 9 6^9 dq>. 



Delle due integrazioni indicate, la prima, sia rispetto a 9 che rispetto 
a q), si può eseguire immediatamente. 

Se, per esempio, si fa variare 9 da — ^ di -\- ^ , e tp ddi a 

2tt, il punto P descrive l'intera sfera, e si avrà 



r + 2 r^ir 

=: r* cos 9 rf9 I rf<p = 47Tr'. 

^ -:? ^0 
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Si consideri ancora la porzione di superficie sferica descritta 
dal punto P, ove 9 varii da a J, e 9 da a <p. L'area di questa 
figura sarà data da 



TT 



=^r» j ^ rf(p r cose de = r», 



ossia vale il quadrato del raggio. 

• 

B4. Superficie di rivoluzione. — Sia l una linea data comunque 
nello spazio. La posizione d'un punto di questa linea sia data in 
funziono d'una variabile u- Se questa linea ruota attorno ad un 
asse fisso OX, genererà una superficie di rivoluzione. Dicasi a l'an- 
golo di cui è ruotata la linea per passare da una sua posizione 
iniziale ad una posiziene qualunque. Allora la posizione d'un punto 
P su questa superficie è data dai due numeri u e a; il secondo 
determina la posizione della generatrice che passa per P, e il primo 
la posizione del punto su questa generatrice. Se a è fisso e varia 
u, il punto descrive una generatrice; se w è fisso e varia a, il 
punto descrive un parallelo, cioè un cerchio contenuto in un piano 
normale airasse di rotazione, ed il cui centro sta su quest'asse. Sia 

dP 

2 — la derivata del punto P rispetto ad u, che sarà un segmento 

tangente alla generatrice passante per P. La derivata di p rispetto 
ad a sarà un segmento eguale in grandezza alla distanza di P da 
OX, e tangente al parallelo passante per P. Quindi si potrà cal- 
colare l'area u) compresa fra queste due derivate e, integrando, de- 
terminare l'area cercata. 

Se la linea che ruota è contenuta in un piano passante per 
l'asse di rivoluzione OX, ossia se è un meridiano della superflcie, 
cosa che si può sempre suppoiTe senza ledere alla generalità della 
superflcie, allora, detta 1/ la distanza del punto P da OX, sarà 
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e 



=!!' 



gr-^ duda; 



rìntegrazìone rispetto ad o. si può eseguire immediatamente. Se si 
suppone che a varii fra e 27t, ossia si vuol determinare l'area 
descritta dall'arco AB di curva in una intera rivoluzione, poiché 

da = 2Tx; si avrà 




X 



S = 2TrJ i/gr4?-dtt. 



du 



Si osservi ancora che, detto s un arco di meridiano AB, si ha 

gr -^du = ds] 
quindi la formola precedente si può pure scrivere 



S=:27T 



j yds. 



Applicheremo questa formula ad alcuni casi particolari. 

Sia y^z=2pa} l'equazione d'una parabola conica riferita all'asse 
e alla tangente nel vertice. Prendendo la y come variabile indi- 
pendente, si è trovato pel differenziale dell'arco di parabola 

ds=- ì^y*+p*dy\ 

quindi l'area descritta da un arco di parabola di cui un estremo è 
il vertice e l'altro estremo è un punto di ordinata y, ove questo 
arco ruoti attorno all'asse della parabola, è dato da 

S = 27r r 2/tte=- r ^y'+p*ydy, 
Jo P Jo 
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ossia, eseguito il calcolo, 



s=|it[(i/'+p«)J/ì+||~p«]; 

e se alla variabile y si sostituisce la oo si avrà 

S = I 7t [(2a? +D) f/p(2a?+i?)-p»]. 

Si è visto che se si fa a? = a sen t, y = bcos t, variando t, il 
punto le cui coordinate cartesiane ortogonali sono x ^dy descrive 
un'ellisse, i cui semiassi, diretti secondo gli assi coordinati, sono a 
e &; e si è trovato pel differenziale dell'arco di ellisse 

ds = /a* cos' < + 6* sen* t dt 
Quindi, sostituendo nell'espressione di S, si avrà ; 

S = 27T jf/a^cos'^-f &*sen*^ ì> cos t dt. 



TC 



Se si prende l'integrale entro i limiti e -g » ® si raddoppia il ri- 
sultato, si avrà per area totale dell'ellissoide di rivoluzione 



ir 



S = 4 7r& r^ |/a* cos* ^ + &* sen» * 
^ 



cos t dU 



Per eseguire quest'integrale converrà distinguere i tre casi di 



Se a = &, 



a = l?, a >ì) e a<&. 



>/«• cos* ^ -f- &* sen» ^ = a, 

ir 

I ^ costdt = ij 

^^ 
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e quindi si ha per la superficie della sfera di raggio a 

S'=47ra*. 

Se a > & (ellissoide allungato), si ha, sostituendo 1 — sen* t invece 

a* — &* 
di cos* t, e fatto — ^ — = e'. 



ir 



S =4TTa& r ^ j/l — e* sen*e cos t dt 

J 



Ora, fatto e sen i = z, si ha 



ir 

e 



p >/l — e*sen*^cos^df= - f ^i — z^dzz^ 
J ^ -} 

1 / 1 

g- K 1— ^' + 2^arcsene; 



ossia 



S = 2nab\y-r:T*-{- Hl^-j, 



Se a < & (ellissoide schiacciato), si avrà in modo analogo 



8 = 271 &•+ J^^^ log ^±Ì^È!jZ^\ 



Esercizii. 

1. Calcolare Farea descritta dall'ordinata della sinusoide 

00 

y =•& sen — . 

2. Goetnirre un arco di ellisse eguale ad un dato arco di sinusoide. 

Pbaxo, Gwm. it^fim. 17 
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3. Nella catenaria 



ce 

ala 



+ e 



X 

a 



Tarea descritta dall^ordinata è proporzionata alFarco. 

4. Calcolare Tarea della concoide di Nicomede (pag. 85). 

5. Calcolare Tareà della lumaca di Pascal (pag. 85). 

6. Gostrurre un arco di ellisse eguale ad un dato arco della curva precedente. 

7. Se nella curva precedente si suppone che il segmento costante che si porta 
sia eguale al diametro del cerchio {h = 2a), la curva che ne risulta dicesì car- 
dioide. Essa è rettificabile, e la sua lunghezza totale vale 8 volte il diametro 
del cerchio. 

8. La cardioide, rotando attorno al suo asse, genera un solido il cui volume 
vale 16 volte il volume della sfera descritta dal cerchio. 

32 

9. L^area della superficie che limita questo volume vale -=- [dell'area della 

sfera descritta dal cerchio. 

10. Se, nel piano, da un punto fisso si conduce una retta che incontra due 
linee l^ ed l^ nei punti P^ e P, (V. pagg. 86, 87); e si costruiscono su questa 

retta il punto Q tale che OQ = >/0P| x OP^, ed il punto R tale che 

OR = m^OF^ + m^OP^, 
dette A4, Aj, B, S le aree descritte dai raggi vettori OPi, OPg, OQ, OR, sarà 

S = wii'Aj + ^«'Ag H- 2r»£mjB. 

11. L*area interna della figura limitata dalla cissoide indefinita (pag. 86) e 
dal suo assintoto ^4, vale a dire il limite superiore delle aree poligonali com- 
prese neirintemo di questa figura indefinita, vale tre volte Farea del cerchio If. 

12. La figura precedente rotando attorno alFassintoto li genera un solido, il 

1 

cui volume interno vale j- u' a% a essendo il diametro del cerchio. 

2 

13. L'area limitata da un arco di parabola e dalla sua corda vale i ^ del- 
l'area del triangolo formato da questa corda e dalle tangenti nelle estremità 
delFarco. 

14. U volume limitato dalla superficie d'un paraboloide ellittico e da un piano 



■■ m^. •gfc* * ^" 



— 259 - 

segante qualunque è la metà del volume del cilindro avente per base rellisse 
sezione di questo piano col paraboloide e per altezza la distanza fra questo piano 
segante ed il suo parallelo tangente alla superfìcie. 

15. Si ba una sfera OÀBG di raggio a, ed un 
-cilindro di rivoluzione di cui una generatrice OC 
passa pel centro della sfera ed avente per diametro 
il raggio OA della sfera. La lunghezza della curva 
APG intersezione delle due superficie è eguale al 
perimetro dell^ellisse di semiassi a\/2 e a. 

16. L*area della porzione di superficie cilìndrica 
interna alla sfera vale il quadrato del diametro della 
sfera. 

17. Se si immagina un secondo cilindro sim- 
metrico del primo rispetto al piano GOB, tangente 

al primo secondo la generatrice OG, l'area della superficie sferica, esterna ai 
due cilindri, vale 2 volte il quadrato del diametro della sfera (Y. pag. 254). 

2 

18. 11 volume della porzione di sfera esterna ai due cilindri vale i ^ del 




■cubo del diametro della sfera. 



CAPITOLO VI. 



§ 1. Curve piane. 



1. Diremo che, in un piano fisso, un cerchio variabile ha per limite 
un cerchio fisso, se il centro ed il raggio del cerchio variabile hanno 
rispettivamente per limiti il centro ed il raggio del cerchio fisso. 

Dicesi cerchio osculatore ad una curva in un. suo punto P il 
limite del cerchio passante per tre punti della curva, i quali ten- 
dano al punto P. 

Teorema. — Se nel piano il punto P, la cui posizione è 
funzione della variabile ^ ha per derivate prima e se- 
conda i segmenti u e v, funzioni continue di t, non nulli 
e non coincidenti in direzione, il centroG o il raggioR 
del cerchio osculatore alla curva nel punto P sono defi- 
niti dalle equazioni: 

CP' — R* = 

GPXii = 
GPXv + u« = 0. 

Infatti, dati a t tre valori f, t^ (^ e detti P^ P, P3 i punti corri- 
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'spondenti della curva, siano G il centro e R il raggio del cerchio 
passante per essi. Pongasi 

F(0 = GP» — R«. 

Sarà F{t) una funzione di t positiva, o nulla, o negativa, secon- 
dochè il punto P è esterno, o sopra, o interno al cerchio di centro 
C e di raggio R. Derivando si ha 

4" nt) = GP X u, -|- F'Xt) = GP X V + u». 

Ora, poiché i punti P^ P, Pg stanno sul cerchio, sarà 

F(O = 0, F(y = 0, F(y = 0. 

Quindi , pel teorema di RoUe , esisteranno due valori f e <" medii 
fra t^ t^ t^ per cui F'(f) = e F'(/") = 0, ed un valore T' com- 
preso fra i precedenti, per cui 

¥%V") = 0. 

Si passi al limite, facendo tendere t^ t^ t^ verso uno stesso valore t. 
Le equazioni F(^,) = F(^,) = ¥{Q = ¥\t') = F'(f ') = F"(^'") = 0, cui 
soddisfanno il centro G e il raggio R del cerchio considerato, di- 
ventano 

F(0 = 0, FXO = 0, F"(0 = 0, 

cui debbono soddisfare i limiti di G ed R, cioè il centro ed il raggio 
del cerchio osculatore. Queste sono le tre equazioni che si volevano 
dimostrare. 

Corollario I. — Le equazioni precedenti sono facili ad interpre- 
tarsi. La prima dice che R=^rPG. La seconda GPXn = 0, dice 
che il centro G del cerchio osculatore è sulla normale alla curva. 
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La terza GP X ▼ + ii' = 0, che si può scrivere PC X ▼ = ^*» ^^^ 
anzitutto che il segmento PC fa un angolo acuto con v, ossia che 
PC è rivolto verso la concavità della curva. Inoltre, detta v» la 
proiezione di v sulla normale, l'equazione precedente diventa 

ffr PC gr Vn = {ffr u)' 
da cui 

^rPG = R = ^ 

grvn 

ossia «il ^raggio [del cerchio osculatore è terza propor- 
zionale dopo la derivata prima e la proiezione della 
derivata seconda sulla normale. 

Corollario II. — 11 centro del cerchio osculatore ad una curva 
piana in un suo punto P è il limite del punto d'incontro delle nor- 
mali alla curva in due suoi punti, i quali tendano a P. Infatti, 
pongasi 

r(0 = CPXu 

sarà 

r(0 = GPXv + n'. 

Se il punto G è il punto d'incontro delle normali alla curva in due 
suoi punti, corrispondenti ai valori t^ e f, di t, sarà 

quindi per un valore t medio fra i^ e t^ sarà /"' (^) = 0. 

Passando al limite le equazioni f(t^) = 0, f{t^) = 0, /"' (0 = di- 
ventano 

f{t) = 0, f'(t) = 

ossia 

CPX« = 0, GPXv + ti» = 
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che sono appunto le equazioni che determinano il centro del cerchio 
osculatore. 

2. Dalle cose dette potremo facilmente dedurre il modo di com- 
portarsi della curva piana descritta dal punto P rispetto ad ogni 
cerchio passante per un punto P^ di quella curva. Siano ed R il 
centro ed il raggio di quel cerchio, e facciasi 



F(0 = OP —R\ 

F (t) è una funzione di t, perchè P dipende da t, la quale sarà posi- 
tiva nulla o negativa secondochè P è esterno o sopra o interno 
al cerchio considerato. Differenziando si ha 



^ F\t) = OPX^ 



2 

i- F"(0 = OP X V + u* 
1 



W'\t) = OP X ^ + 3u X V. 



Fatto t = toy il punto P viene in P©, che è un punto del cerchio; 
quindi sarà F(^o) = 0. Ora, se il centro del cerchio non sta sulla 
normale alla cupya, sarà F'(^) § 0. Quindi la funzione F (t), che per 
t=to ^ nulla, e che ha derivata non nulla, cambia di segno quando 
t passa da valori minori a valori maggiori di Ui perciò il punto P 
passa dall'interno all'esterno del cerchio, o viceversa, ossia la curva 
taglia il cerchio. 

Se invece il centro sta sulla normale alla curva, sarà per 
t=zto, F(0 = 0, FXO = 0. 

Se G è il centro del cerchio osculatore, sarà GPXv-f-u* = 0; 
quindi, sottraendo da F''(0, si ricava 

4-F"(0 = OGXv. 



Ora, se G non coincide con 0, e se il segmento OG è diretto secondo 
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la concavità della curva, sarà F"(^) > 0. Quindi la funzione F(^), che 
per tz^tosì annulla insieme alla derivata prima, e la cui derivata 
seconda è positiva, conserva il segno costante positivo nelle vici- 
nanze di f = t), ed il punto P, nelle vicinanze di Po, è sempre estemo 
al cerchio. Adunque la curva tocca esternamente tutti i cerchi, i 
cui centri stanno sulla normale alla curva, e per i quali il 
segmento OC è rivolto verso la concavità della curva. 

Se invece il segmento OC è rivolto verso la convessità della curva, 
sarà per ^ = ^o, F (0=0, F(0=0, P"(0<0; quindi F(/) è n^ativa, 
nelle vicinanze di ^, e la curva à, nelle vicinanze di Po, interna 
al cerchio. 

Se infine il punto coincide con G, ossia se il cerchio conside- 
rato è il cerchio osculatore, sarà F(t) — 0, V(t) = 0, F''(^f) = 0, e 
occorrerà considerare la derivata terza 

4-F'"(0 = GPXu + 3uXv. 



Se questa non è nulla, F{t) cambia di segno nelle vicinanze di 
^=ft>, e la ^curva taglia il cerchio osculatore. 

3. Possiamo arrivare alla considerazione dello stesso cerchio par- 
tendo da concetti alquanto differenti. 
Dicesi curvatura assoluta d'un arco di curva piana AB Tangolo 

che fanno fra loro le tangenti (o le normali) all'arco nei suoi estrenai 
A e B. Per ben definire quest'angolo converrà immaginare un punto 
qualunque P dell'arco AB, e la tangente in questo punto alla curva ; 
conducasi da un punto fisso la parallela a questa tangente; mentre 
il punto P varia e descrive tutto l'arco AB, questa parallela ruo- 
terà attorno ad 0, e descriverà un angolo che sarà la curvatura 
dell'arco AB. La curvatura d'un arco può superare ti, ed anche 2k, 

Se si scompone un arco in parti, la curvatura assoluta dell'arco 
è la somma delle curvature delle sue parti; quindi la curvatura 
d'un arco è funzione distributiva dell'arco stesso. 

Il rapporto della curvatura assoluta d'un arco AB alla sua lun- 
ghezza dicesi curvatura media di quell'arco. 



!•:!'•*:'. »••:*»*•<: 
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Il limite della curvatura media d' un arco P, P, di curva , ove 
i punti Pj e P, tendano ad uno stesso punto P dicesi curvatura 
della curva in quel punto. 

La curvatura d'una curva in un suo punto vale il reciproco del 
raggio del cerchio osculatore in quel punto. Invero, detti P, e P, 
due punti della curva, G il punto d'incontro delle normali in 
questi punti, A^ la lunghezza dell'arco PP', e At la curvatura di 
quest'arco, che è eguale all'angolo P^GP^ che fanno le due normali 
negli estremi dell'arco, si ricava dal triangolo P^GPg che 

sen At .^ sen CPj P^ 

£^s ~ CP^ ' 

» 

Ora la curvatura media dell'arco PjP^ si può mettere sotto la 
forma 

At sen At ^ Ax P,P, 



P4P2 PjP^ ^^ sen At ^ As 



Si passi al limite, facendo tendere P^ e P, verso lo stesso punto P. 
L'angolo GP^P^ ha per limite -^; il punto G ha per limite il centro 
del cerchio osculatore, ed il segmento GP^ il raggio R dello stesso 

8611 At 1 

cerchio P. Quindi lim pp = ^. Nella seconda formula si ha poi 



r ^T . ,. PjPg . 

lira — 7- = l, lim-7— * = 1 
sen At A5 



e perciò 



,. At 1 



A5 "~ R 



At 

e siccome il limite di — è appunto la curvatura della curva in P, 
si deduce la proposizione a dimostrarsi. 
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At 

Indicheremo la curvatura della curva in P, cioè il limite di -r- 

dr 

con -^; quindi la formula precedente diventa 



dr _ 1 

ds ~^ K 



da 



. . . i_ , ds r d$ 

CUI SI ricava anche d-x = -^ ; i = \ -^. 



n cerchio osculatore ad una curva dicesi anche cerchio di cur- 
vatura, il suo centro ed il suo raggio diconsi anche centro e raggio 
di curvatura. 

4. I centri di curvatura corrispondenti ai varii punti d'una curva 
piana formano in generale una nuova curva che dicesi evoluta della 
curva data; questa poi dicesi evolvente della sua evoluta. 

Come si è visto, il centro G ed il raggio R del cerchio osculatore 
sono definiti dalle equazioni 

CP*-R«=rO, GPXii = 0, GPXv + ^* = 0. 

Facciasi variare t; varieranno P, u, v, G ed R; dette -^ e ^ 

le derivate del punto G e del numero R, difiFerenziando le equazioni 
precedenti si trova 

CPx(u-§)-R^ = 0. GPXv+(u-f )xn=0. 

GPXw4-3uXv — -^Xv = 0. 

Se dalla prima e seconda di queste equazioni si sottraggono la 
seconda e terza delle precedenti, si ottiene 



I 
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La seconda di queste equazioni dice che --j— è normale ad u, 
ossia, siccome le direzioni di a e di -7— sono le direzioni delle tan- 

cU 

genti alla curva data e all'evoluta , si deduce che la tangente al- 
l'evoluta nel suo punto G è la normale alla curva data nel punto 
corrispondente P. 

La prima equazione si può scrivere PC X -^ = ^'"T" » ^^^ ^ 

segmenti PC e -rp hanno la stessa direzione, ma possono avere lo 

jp jp 

stesso verso, verso opposto ; quindi PC X -jT = i ^^ P^» ff^ 



dt — *' *^ dt 
dovendosi prendere il segno + iiel primo caso, ed il — nel secondo. 
Si sostituisca nella formula precedente, osservando che gr PC = R, 
e si divida per R. Si avrà 

Si moltiplichi per dt e si integri entro due valori U^ U- Supposto 
che per tutti i valori considerati di t si debba sempre prendere 
il segno superiore il segno inferiore, il che avverrà se il raggio 
di curvatura R va sempre crescendo, ovvero sempre decrescendo, si 
dedurrà 



J gr — at = ±\-^dt. 



Ma il primo integrale rappresenta la lunghezza dell'arco descritto 
dal punto G, e che indicheremo con (J. Detti Ro e R| i valori di R 

corrispondenti ai valori U e /, di U si avrà J -^rf^ = R, — Ro, 

quindi 

<J = ±(Ri — Ro) 

ossia : 
Se, mentre il punto P si muove su d'un arco PoPi di curva 
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piana, il centro di curvatura G descrive l'arco GoCj di evo- 
luta, in guisa che il raggio di curvatura CP vada sempre 
crerscendo, ovvero sempre decrescendo, allora la lunghezza 
dell'arco CoG, è eguale al valor assoluto della differenza 
dei due raggi di curvatura GoPo e GjP, corrispondenti agli 
estremi dell'arco considerato. 

Di qui si scorge la ragione del nome evoluta 
dato alla curva GoG,. Supposto invero, come 
nella figura, che il raggio di curvatura vada 
sempre crescendo da P© a P„ preso un punto 

qualunque P della curva, si ha GG, =C|P, — GP, 
ossia PG-|-GG,=P|G,. Quindi se si imma^a 
un filo inestensibile di cui un estremo fisso 
sia G| e la cui lunghezza sia G^Pi, e lo si 
dispone in modo che una sua parte C,G si 
avvolga sulla evoluta e l'altra GP sia sulla tangente alla evoluta 
in G, il punto P sarà un punto dell'arco PoP, ; e, variando il punto 
G su GG„ P descriverà l'arco di curva data PoPj. 




5. Dalle proposizioni dimostrate si deduce che, se del punto P che 
descrive la curva si conoscono Io derivate prima e seconda, la co- 
struzione del centro di curvatura non presenta alcuna diflftcoltà. 
Una costruzione assai semplice è la seguente: 

Siano PU e PV le derivate prima e seconda 
del punto P. Si conduca da V la parallela a 
PU , e da U la UH i PU, che incontri questa 
parallela in H. Si unisca P con H, e da U si 
abbassi la perpendicolare alla PH; questa 
incontrerà la normale alla curva in un punto C 
che sarà il centro di curvatura cercato. 
Infatti dai due triangoli simili PUH, GPU si ricava 

UH : PU = PU : PG 
il che dice appunto che PG è la terza proporzionale dopo PV, deri- 




l:--^ 
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vata prima del punto P, e UH, che è la proiezione della derivata 
seconda sulla normale. 

Come esempio, applicheremo la costruzione precedente all'ellisse. 
È noto che se un punto P descrive una circonferenza di cerchio di 
centro 0, e si prende per variabile l'angolo a che il raggio OP fa 
con un raggio fisso OX, la derivata prima del punto P è il raggio OQ 
che fa con OP un angolo retto, e la derivata seconda é un raggio 
che fa con OQ un angolo retto, e che perciò è in direzione opposta 
ad OP. 

Si proietti ortogonalmente questa figura su d'un piano. Dette an- 
cora 0, P, Q le proiezioni dei pùnti del cerchio indicati colle stesse 
lettere, il punto P descriverà un'ellisse, di cui OP e OQ sono due 
semidiametri coniugati, e le derivate del punto P sono OQ e — OP. 
Quindi la seguente costruzione: 

Si costruisca il parallelogrammo OPUQ sopra OP e OQ; da U si 
abbassi la UH i OQ ; si segni la PH, e da 
U la perpendicolare a PH, che incontrerà 
la normale alla curva (cioè la perpendicolare 
in P a PU) nel centro di curvatura G. 

La costruzione precedente si semplifica se 
P è un vertice A dell'ellisse. Si costruisca 
allora il rettangolo OAUB sui due semiassi; si 
conduca la AB, e da U la i ad AB ; questa incontrerà l'asse OA nel 
centro di curvatura corrispondente ad A, e, per la stessa ragione, 
incontrerà OB nel centro di curvatura corrispondente a B. 

6. Come si è visto, le equazioni che determinano il centro ed il 
raggio del cerchio osculatore, ove si ponga 

(1) F(0 = GP* — R« 
sono 

(2) F(0 = F(0 = F"(0 = 0, 

ovvero, sviluppando, colla notazione dei segmenti 

(3) GP' — R»=:0 PGXii = PGXv = i'. 
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Detta Vn la proiezione di v sulla normale alla curva, si è trovato 



(4) 






Si moltiplichino il numeratore e il denominatore di questa frazione 
per gru. osservando che ^ru.^rvn misura l'area del parallelo- 
grammo n . V, la cui base è appunto u, e la cui altezza è Vn, la for- 
mula precedente diventa 



(5) 



grVL.^ 



Se (z? ed 1/ sono le coordinate cartesiane ortogonali del punto P, 
dette a e p quelle del centro di curvatura G, si avrà 

e le equazioni (2), F(0=:0, F'(0 = 0, F"(0 = diventano 



(6) 



(a? — a)dfl? + (y — p)rf2/ = 



{x — a)d}x + {y — ^)dPy + tto?* + ^ì/* = 

le quali equazioni sono identiche alle (3) sviluppate. Dalle ultime 
due di queste tre equazioni si possono ricavare le coordinate a e ^ 
del centro di curvatura, e si ha 



(7) a=a?— rfì/ ^^^,^^_^/^^, , p=y+cKa? ^ ^ 



dxd^y — dyd*x^ 



dosdhf — dyd^x 



e sostituendo nella prima si ricava, dopo brevi calcoli 



(8) 



— dcsd'y — dydhe 



~^-%ì^ t-jr--'. 
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ove il segno + si prenderà in guisa che R risulti positivo. Del resto 
questa espressione di R si ottiene pure dalla (5), osservando che 



-=K(f)-+rir 



e che il numero che misura l'area u.v, tenendo conto del segno, 
vale appunto 

dx dhf dy d^x 



dt dt* dt dt^ ' 

Esempio. — Applicheremo le formule precedènti all'ellisse data 
mediante le equazioni 

a? = a sen^, y = &cos< 

ove a e & sono i semiassi deirellisse, e t rangole eccentrico. Si avrà 

F(0 = (aseni — a)* + (&cos^ — p)* — R*. 
Quindi, derivando due volte rispetto a t^ si avranno le tre equazioni 

(asen^ — a)* + (&cos^ — p)* = R* 

a aco^t — p &sen^=(a* — &') seni cosi 

a aseni -|- p &cosi z=(a* — &•) (sen*i — cos*0; 

dalle due ultime si possono ricavare le coordinate a e p del centro 
di curvatura 

a = sen' i, p = r — cos* t ; 



e dalla prima si ottiene 



3 

_ (a'cos*t -f 6«sen*0^ 

K=: r • 

ab 
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Se fra le espressioni di a e p i^^ funzione di t si elimina la va- 
bile t, si avrà Tequazione deirevolula dell'ellisse. QuesVeliniinazioiie 
si eseguisce ricavando dalla prima sen^, dalla seconda cos^, e so- 
stituendo nella relazione sen*< + cos'^ = 1. Se invece di a e p, coor- 
dinate del centro di curvatura, si legge x ed y, T equazione della 
evoluta diventa 



{ax)^ + {by)^ = {a* — b')K 



7. Se l'equazione della curva, in coordinate cartesiane ortogonali, 
è della forma 

posto y' = -^, y" = -^, le equazioni che determinano le coordi- 
nate a e p del centro di curvatura ed il raggio R sono 

a? — a + (ì/ — p)2/' = 
da cui si ricava 

Esempio. — L'equazione d'una conica riferita ad un suo asse ed 
alla tangente nel vertice, è 

y* =z 2px + Qoo*' 
Derivando si ha 

yy'=p + qx, yy" + y'* = q; 

sostituendo nella seconda ad y* il valore dato dalla prima, si ha 
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dopo alcune riduzioni y" = — -^; quindi il raggio di curvatura 
diventa 



Osservando che yKl-H/* vale la lunghezza della normale PN 
(pag. 72), si deduce 



R=^^ 



p- 



ossia nelle coniche il raggio di curvatura è proporzionale al cuho 
della normale. 

8. Se la curva à data in coordinate polari mediante un*equazione 
della forma rz=zf{a), detto a un segmento eguale all'unità di mi- 
sura ed avente la direzione del raggio vettore OP, si ha (pag. 80) 

OP = ra, u = r'a + ra', v = r"a + 2r a' + ra" 

ove, com'è noto, a' è un segmento uguale in lunghezza ad a, e che 
fa con questo un angolo retto; a" = — a. Quindi si deduce 



ffr 



u=|/r* + r'*, u.v = (r* + 2r'* — rr")a.a' 



e poiché ^r a.a'=l, sarà ^ru . v = + (r* + 2^^* — rr"). Sostituendo 
quindi nell'espressione del raggio di curvatura, si ottiene 



^~ — r2 + 2r'« — rr'" 



il segno essendo preso in guisa che R risulti positivo. 

Pbaxo, Qeom. infim. 18 
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Si consideri, come esempio, la spirale logaritmica di e<iuazione 
rzneod. Si avrà r' = ae««, r"=a*eoa; sostituendo si ricava 



D'altra parte la Imighezza N della normale polare, che in generale 
vale]/r* + r'*, nel nostro caso diventa N = r V^l 4-a*; qiiindi R=N, 
ossia, nella spirale logaritmica, il raggio di curvatura è eguale alla 
lunghezza della normale polare. Il centro di curvatura sarà perao 
l'estremità della sottonormale polare. 

9. Sono collegati colla curvatura d'una curva piana alcuni limiti 
che ora determineremo. 

!• Siano P e P' due punti d'una curva, e sia M la proiesione 
di P' sulla tangente alla curva in P. Si descriva il cerchio tan- 
gente alla curva in P e passante per F. Detto Q il secondo punto 
d'intersezione di MP' con esso, sarà 

MP* 

MP«==MFXMQ, ossia jjp = MQ. 

Si faccia ora tendere F verso P. Il cerchio ha per limite il cer- 
chio osculatore alla curva in P; il segmento MQ ha per limite il 
diametro 2R di questo cerchio ; quindi si ricava 

lim EM* = 2R. 
MP 

2* L'espressione del raggio di curvatura si può pure -ottenere 
in quest'altro modo. Dati alla variabile t i valori t^ 4 <s, siano 
P4 Pj P3 le posizioni corrispondenti del punto variabile ; dette a, &, e 
le lunghezze dei lati P, P3, Pg P^, P^ P,, e A l' area del triangolo 
PjPjPj, il raggio R del cerchio passante pei tre punti P^ P, Pjè 
dato da 

__ àbc 



— 275 — 

Ora si ha (V. pag. 66) 

lim ^^ = lim-^ = lim -^ = u; 

Quindi dividendo il numeratore e il denominatore nella espressione 
di R per (^8 — 0(^8 — Q (^ — 'i)» ® badando a ciò che diventano 
queste equipollenze ove si consideri il valore assoluto di ambo 1 
membri, si ritrova 

lim R = ^ — ^^• 
gr(u . V) 

3® Nel triangolo formato dai tre punti Pj P, Pg della curva si 
possono considerare il baricentro S, il centro G del cerchio circo- 
scritto, il punto H d* incontro delle altezze, e il centro F del cerchio 
(dei nove punti) passante pei punti medii dei lati del triangolo. È 
noto che questi punti stanno su d'una retta, e si ha in valor asso- 
luto ed in segno 

SH = — 2SG, Sr=— i-SG. 

m 

Facciansi tendere P^ P, Pg verso uno stesso punto P. Il baricentro S 
avrà per limite P ; il punto G avrà per limite il centro G del cerchio 
osculatore; quindi, detti ancora H e f i limiti di H e f, si avrà 

PH = — 2PG, Pr = — |-PG. 

Detti P| Pg Pg gli angoli dello stesso triangolo, si ha in valor assoluta 



sen Pi sen Pj sen Pg 1 ^ 

PgPg PsPi PiP« 2R 



Passando al limite si deduce che i seni degli angoli del triangolo 
hanno tutti per limite zero; e siccome la somma di questi angoli 
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vale 7T, due angoli del triangolo avranno per limite zero, ed il {^xi: \ 
avrà per limite ir. 

Detti r r' r" r"' i raggi dei cerchi inscritto ed exinscritti d^i ! 
triangolo, si ha ! 



Ili 
r = 4R seng-Pi sen^-P, senó^Pj; 

111 
r' = 4R seng- P, cosg- P, cosg- P,, bcc.; 



Al limite il raggio del cerchio inscritto e due dei raggi dei cerchi 
exinscritti hanno per limite zero, mentre uno di questi ha per li- 
mite il quadruplo del raggio di curvatura. 

10. Se d'un arco di curva piana AB si sa che in ogni suopmifo 
il raggio di curvatura R soddisfa alle condizioni 

Rj < R < Rj 

allora, data una delle tre quantità: la lunghezza s dell'arco di curva. 
la lunghezza e della sua corda, e l'area u limitata fra l'arco e la 
corda, si possono determinare dei limiti che comprendano le altre due. 

Supporremo, per semplicità, l'arco AB convesso, cioè tale che 
ogni retta l'incontri al più in due punti; e che esso sia tutto in- 
terno al cerchio di diametro AB. Si immagini un punto P che per- 
corra l'arco AB, ed il cerchio passante pei tre punti A, B, P, il cui 
raggio r varierà con P. In virtù delle ipotesi fatte, il segmento lìmi- 
tato dall'arco circolare APB e dalla sua corda AB è sempre compreso 
nel semicerchio di diametro AB ; e l'area di questo segmento e h 
lunghezza dell'arco circolare APB sono tanto più grandi quanto più 
piccolo è il raggio r del cerchio, e viceversa. Variando P su AB, 
il raggio r assumerà il suo minimo valore r^ per una posizione P, 
di P, e assumerà il suo massimo valore r, per una posizione P, ài P- 

Allora il segmento limitato dell'arco di cerchio AP^B e dalla svb 
corda, il quale è il massimo fra tutti i segmenti APB, conterrà nel 
suo intemo l'arco curvilineo dato. Quindi la lunghezza s delVBTCO 
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dato è minore della lunghezza s^ dell'arco circolare AP^B, perchè 
archi contermini, convessi dalla stessa parte, Tuno avviluppato e 
l'altro avviluppante: 

« 

Inoltre l'area u compresa fra l'arco dato e la sua corda è minore 
del segmento t^^ limitato dall'arco di cerchio AP46 e dalla sua corda : 

• 

Ma l'arco dato AP^B e l'arco circolare AP^B sono tangenti in P^, 
e il primo è interno al secondo; quindi il raggio di curvatura della 
curva data in P, è minore del raggio r^ del cerchio; e siccome R^ 
è minore del raggio di curvatura in P^, si deduce r, > R,. Ora 
r arco 5, del cerchio AP,B è minore dell' arco di cerchio passante 
per gli stessi punti e descritto con raggio minore R,: 



s^ < 2Ri arcseUgg-i 

e l'area u^ del segmento di raggio r, è minore dell'area del segmento 
di raggio R, 

u^ < R,* arcsen gg" — g" r ^i* — f ' 
quindi si conchiude 

s < 2R, arcsen g|-, u < R,* arcsen^ — |- V R^* — -. 
In modo analogo, considerando il cerchio AP,B, si deduce 

s > 2R, arcsen ^, t*>R,'arcsen ^ — |- V R,' — j-. 
Se il raggio di curvatura nei varii punti di AB assume tutti i va- 
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lori compresi fra Rj e R„ allora esisterà un valore R di questo 
raggio per cui si avrà 



5 == 2R arcsen ^ 



che si può scrivere 



e = 2R sen gg ; 



ed esisterà un altro valore di R per cui si avrà 



w = R* arcsen ^ — 1" V •'^* — J"* 

Sviluppando in serie le funzioni che compaiono nel secondo memiro 
si ha 

24R« + 64R4'*" 

^ ~ ^ 24R« "•" 1920R* + 

^ ""12R'+-160R3 "+"•••• 



§ 2. Curve a doppia curvatura. 

11. Nello spazio un cerchio è determinato conoscendone il piano, 
il centro e il raggio. Diremo che un cerchio variabile ha per limite 
un cerchio fisso se il piano, il centro e il raggio del primo hanno 
rispettivamente per limiti il piano, il centro e il raggio del secondo. 

Dicesi cerchio osculatore ad una curva (gobba) in un suo punto P 
il limite del cerchio passante per tre punti della curva i quali ten- 
dano al punto P. 

Se la posizione del punto P che descrive la curva è funzione del/a 
variabile numerica t avente per derivate prima e seconda i seg- 
menti u e V funzioni continue di t, che pel valore considerato non 
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sono nulle né coincidono, allora il centro del cerchio osculatore 
giace nel piano osculatore, sulla normale principale alla curva, da 
quella parte verso cui è rivolta la derivata seconda, e il raggio del 
cerchio osculatore è terza proporzionale dopo la derivata prima e 
la componente normale della derivata seconda. 

Infatti, dati a i tre valori t^ 1^ t^, siano P^ P, P3 le posizioni corri- 
spondenti del punto P; si immagini il cerchio passante per questi 
tre punti; il suo piano sarà il piano PjP^Pa; siano G ed R il centro 

ed il raggio. Si consideri la funzione F(0 = GP — R*, ove si sup- 
pone che P sia un punto della curva. Sarà F(^J=0, F(<,) = 0, 

1 
F(/3) = 0. Quindi -r- F'(0 = GPX^ si annulla per due valori di^ 

medii fira i precedenti, ossia G giace in due piani normali all'arco con- 

1 
siderato di curva. Inoltre k" F"(Q =: GP X v + 11* si annulla per un 

valore di t Si passi al limite; il piano del cerchio ha per limite il piano 
osculatore alla curva in P. Quindi il punto G che giace nel piano 
P^PjPg e soddisfa alle equazioni F' (^) = e F" (0 = per valori di 
t medii fra i considerati, avrà per limite un punto, che diremo an- 
cora G, il quale giace nel piano osculatore e che soddisfa pel valore 
considerato di ty alle condizioni F' (^ = e F" {f) = 0, vale a dire 

. PGXii = 0, PGXv = tiV 

La prima di queste equazioni dice che G giace nel piano normale 
alla curva ; e siccome esso si trova nel piano osculatore, si conchiude 
che esso sta sulla normale principale alla curva. La seconda equa- 
zione dice che l'angolo di PG con v è acuto (poiché PG X ▼ è posi- 
tivo), e che il prodotto della lunghezza di PG per la proiezione di v 
su esso vale il quadrato della derivata prima. 

» 

12. La costruzione del cerchio osculatore ad una curva qualunque, 
ove si conoscano le derivate prima e seconda del punto che la de- 
scrive è identica a quella per le curve piane. 

La condizione affinchè il centro G giaccia nel piano osculatore si 
può mettere sotto la forma. 

(1) PG.u.v = 
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unendo a questa le due precedentemente trovate 



(2) 
(3) 



PGXn = 
PGXv = n« 



si hanno tre equazioni da cui risulta determinato 11 punto G. 

Se si riferiscono tutti i punti ad assi cartesiani ortogonali, dette 
a p T le coordinate del punto G, le equazioni precedenti diventano 



a —X P — 1/ t — z 



dx 



ó}x 



dy 



dz 



d^y d^z 



= 0, 



(a — a?)t««a? + (P — i/)d'l/ + (T — ^)cP-2r == flte?* + t«y' + d^ 

da cui si possono ricavare le coordinate a p t del centro del cerchio 
osculatore, e quindi il suo raggio R. Del resto il raggio del cerchio 
osculatore si può mettere sotto la forma 



R 



_ [grvi)^ _ (^n)^ 



^rv» ^(u.v)* 



Ora, indicando con accenti le derivate di a?, y, ;?. si ha 



u.v = 



j .k k.i ì. j 



a?' !/' 



z' 



X'' y" z" 






1 

quindi 



^(u . v) = |/(y V — 1/"2')» + (Va?" — «"a/)' + (ptf^f' — ccf'tff, 



e 



R = 



(a^i + !/-» + 2-»^ 



\^Ì3f^ — V'V)» + {a^af' — z"af)* + {x'ìf' — af'ì/y 



■N 
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13. I piani normali alla, curva in due suoi punti P^ e P, si in- 
contrano secondo una retta; al limite di questa retta, ove i punti 
P^ e P, tendano ad una stessa posizione P, si dà il nome di asse 
del piano osculatore. Sia M un punto qualunque deir intersezione 
dei piani normali in P, e P, ; posto f{t) = MP X ^> ove P è un 
punto della curva, e u la sua derivata, sarà f{t^) = e /*(^,) = 0; 
quindi /*' (t) = MP X ▼ + ^* si annullerà per un valore di t medio 
fra i precedenti. Passando al limite, la retta in questione, pei cui punti 
si annullavano f(t) e r(0> P^r valori convenienti di t, avrà per 
limite la retta luogo dei punti M che soddisfano pel valore consi- 
derato di t alle equazioni f{t) = e f (0 = 0> ossia 

PMXu = PMXv = ii*. * 

La prima è Tequazione del piano normale alla curva; la seconda 
quella d*un piano normale al segmento v, e quindi normale al piano 
osculatore ; onde la retta loro intersezione è normale al piano oscu- 
latore ; inoltre quelle equazioni sono soddisfatte dal centro del cerbio 
osculatore; quindi si conchiude che Tasse del piano osculatore 
è la normale a questo piano nel centro del cerchio oscu- 
latore. 

14. Intenderemo per limite d'una sfera variabile una sfera fissa 
il cui centro ed il cui raggio siano i limiti del centro e del raggio 
della sfera variabile. 

Dicesi sfera oscUlatrice ad una curva in un suo punto P il limite 
della sfera passante per quattro punti della curva, i quali tendano a P. 

La posizione del punto P, che descrive la curva, sia funzione della 
variabile numerica t, avente le successive derivate u, v, w. Dati a 
t quattro valori t^ t^ t^ t^, siano P^ P, Pj P^ le posizioni corrispondenti 
del punto; siano ancora G il centro ed r il raggio della sfera pas- 
sante per essL Pongasi F{f) = GP — r\ ove P è il punto che de- 
scrive la curva. Poiché i punti P1...P4 stanno sulla sfera, sarà 

P(y=.0, F(g = 0, F(g = 0, F(O = 



GP =r», PGXu = 0, PGXv = u«, PGXw = 3nXv 

le quali determinano appunto il centro ed il raggio della sfera 
osculatrice. 

Le due equazioni PG X ^ = ^ © PG X ▼ = ^* dicono che il centro 
della sfera osculatrice giace sull'asse del piano osculatore; quindi 
si scorge che la sfera osculatrice taglia il piano osculatore secondo 
il cerchio osculatore. 

Le equazioni precedenti si possono trasformare in equazioni fra 
le coordinate dei punti P e G, e cosi si possono ricavare le espres- 
sioni delle coordinate del centro e del raggio della sfera osculatrice» 
ma arriveremo più tardi allo stesso risultato per altra via. 

Si osservi ancora che il centro della sfera osculatrice si può con- 
siderare come il punto d'incontro di tre piani normali alla curva 
in tre punti che tendano a P. Invero, se G è il punto d'incontro 
di questi piani, conservando le notazioni precedenti, la funzione 

-^F'(0 = GPX^sarà nulla per tre valori di ^- quindi si annuUe- 
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e cosi si hanno quattro equazioni che determinano la sfera. Deri- ■ 
vando F(f) si ricava ! 

■ 

I 

|-F'(o=GPxu, g-no=GPxv+tt', i 

|-F'"(0 = GPXw+3uXv. 

Ora, poiché F(^>si annulla per quattro valori di tj si deduce che 
F' (f) si annullerà per tre, F^' (t) per due, e F'" (t) per un valore di / 
compreso fl^a i valori considerati. Passando al limite, tutti questi 
valori di t tendono a quello corrispondente al punto P ; e i limiti 
del centro G e del raggio r, che indicheremo ancora con C ed r 
soddisferanno alle equazioni 

F(0 = 0, F(0 = 0, r'(t) = 0, F'"(0 = 
ossia 



BT- 
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ranno pure, per valori intermedii di ty F"(t) e F'"(0. Al limite, il 
punto d'incontro dei tre piani tenderà verso un punto G per cui 
saranno F'(0 = 0, F"(0 = 0, F'" (0 = 0, il quale punto è il centro 
della sfera osculatrice. 



15. Per le curve non piane si hanno a considerare la curcaiuray 
che dipende dalle successive deviazioni della tangente, e la tor- 
sione, seconda curvatura, che dipende dalle successive deviazioni 
del piano osculatore. 

Sia AB un arco di curva qualunque. Si immagini un punto P che 
lo percorre da A in B. Da un punto fisso O si conduca un segmento Ott, 
avente la direzione della tangente alla curva in P, ed eguale all'unità 
di misura. Variando P da A in B, il punto tt descriverà una curva 
sferica a p, la cui lunghezza chiamasi curvatura assoluta dell'arco AB. 

Prendansi sull'arco AB alcuni punti successivi P<>, P„ P„... P» 
dei quali il primo coincida con A e l'ultimo con B; siano t^, <i,... tn 
le tangenti alla curva in questi punti, e ir^, tt,,... rzn i punti corri- 
spondenti della curva sferica. La curvatura di AB è la lunghezza 
dell'arco di curva sferica tt^, tTi..., tth; questo alla sua volta è il li- 
mite superiore della somma degli archi di cerchio massimo ttqTt,, 
7T, TT,,... 7Tn-i TTn cho uniscouo a due a due i punti della curva. Ora 
gli archi tt^tt,, 7r,7r,,... misurano gli angoli al centro tToOtTi, tTj Ott,,... 
i quali sono eguali agli angoli t^t^, t^t^,.,. formati dalle tangenti 
nei successivi punti della curva. Quindi la curvatura dell'arco AB 
è il limite superiore della somma degli angoli ^o^„ #j^j,... in-i tn for- 
mati dalle successive tangenti all'arco, ove variino in tutti i modi 
possibili il numero delle tangenti e i loro punti di contatto. 

È facile riconoscere che là definizione ora data di curvatura di 
una curva qualunque coincide con quella precedentemente data, ove 
la curva sia piana. 

La curvatura assoluta d'un arco è una grandezza coesistente col- 

Tarco. Il rapporto — fidala curvatura assoluta a dell'arco alla sua lun- 
ghezza s dicesi curvatura media dell'arco. Il limite della curvatura 



1 



\ 
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media d*un arco dì curva, ove gli estremi tendono ad uno stesso j)untoP, 
dicesi curvatura della curva nel punto P ; la indicheremo, secondo 

il solito, con -j- . Al reciproco della curvatura d' una curva in nn ! 

suo punto si dà il nome di raggio di curvatura della curva in quel 

punto. Indicandolo con R, si avrà -=- = -^-. 

K OS 



16. Si immagini ora in ogni punto P dell'arco curvilineo AB il 
piano osculatore, e la sua normale, cioè la binormale alla curva. ^ 
conduca dal punto fisso un segmento Ojii parallelo alla binormale 
ed eguale air unità di misura. Variando P da A in B, il punto fi 
descriverà una curva sferica, la cui lunghezza t dicesi torsione . 
assoluta dell'arco AB. 

Si scorge dalla definizione che la torsione d'un arco di curva 
piana è nulla ; e che essa si può considerare come il limite superiore 
della somma .degli angoli diedri formati dai piani osculatori in suc- 
cessivi punti dell'arco. 

La torsione d'un arco è funzione distributiva dell'arco. Al rap- 

porto — della torsione assoluta d'un arco alla sua lunghezza si dà 
il nome di torsione media dell'arco. Il limite rr della torsione 

OS 

media d'un arco di curva, ove i suoi estremi tendono ad uno stesso 
punto P, si chiama torsione della curva nel punto P. Facendo 

1 dr 

Y = ^ » a T si dà il nome di raggio di torsione. 



17. n punto P, che descrive la curva, abbia le successive deri- 
vate u, V, w,... Pongasi 

u = gru, {is=:gr (u. v), /\ = gr (u. v.w). 
Se X, Pj z sono le coordinate cartesiane ortogonali del punto Pf 
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detti i, j^ k i segmenti di riferimento, e indicando con accenti le 
derivate di a?, y, z, si ha 

« 

OF^ivi + yj+z^; u = a/i + y'i + z'k; ▼ = a?"i + j/"j + ^"k; 

u = f/a?'* + i/* + z'^ ; 



+ 



a?' 1/ ^' 



0?" t/" ^" 



x'" y"' z'" 



Siano a, b, e tre segmenti eguali airunità di misura, dei quali il 
primo abbia la direzione della tangente, il secondo quella della nor- 
male principale, e il terzo quella della binormale alla curva. Questi 
segmenti soddisferanno alle equazioni: 

(1) a« = l, b«z=l, c' = l, aXb = 0, aXc = 0, bXc = 

delle quali le tre prime dicono che essi sono eguali alFunità di mi- 
sura, e le altre tre che essi sono a due a due ortogonali. Inoltre 
sono soddisfatte le condizioni 



(2) 



cXii = 0, cXv = 0, bX^ = 



che legano questi segmenti colla curva. Le equazioni precedenti defi- 
niscono completamente la grandezza e la direzione dei tre segmenti, 
ma ne lasciano ancora indeterminato il vereo. Supporremo perciò che 
a, il quale ha la direzione di u, ne abbia pure il verso; che l'area 
a.b, la quale giace nel piano osculatore, abbia lo stesso senso dell'area 
a . V ; e che il volume a . b . e abbia lo stesso senso del volume u . v . w. 
Fatte queste convenzioni si avrà 



(3) 



a = t<a, a.Y = uja.b, a.v.w = Aa.b.c. 
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I segmenti Ott e O/i, di cui si è parlato nei numeri precedenti, 
sono equipollenti ad a e e. Quindi, detti s, a, t gli archi della curva 
data e delle curve descritte dai punti tt e jii, e detti ancora R e T 
i raggi di curvatura e di torsione, si avrà 

,.N d9 da (dtL\ dT ldc\ 

W 3F = '"' 57=^^ Uj' 5F=^^U)= 

da 1 dr 1 

Si diflTerenzino le equazioni c* = l, cX^ = 0, cXv = ^; si avrà 

cXcfe=0, cXv<^^ + iiX^c = 0, oX'^dt + YXdo = 0. 

La prima di queste equazioni dice che il segmento de è normale 
al segmento e; la seconda, poiché e X ▼ = 0, si riduce a u X ^ = 0, 
e dice che de è normale ad a, e quindi ad a; perciò il segmento 
de che è normale ad a e a e, avrà la direzione di b. D'alti'a parte, 

ds 

dalle formule (4) si ha ffrdcz=zdT=^ ; quindi si deduce 

dc^±bf 

ove si prenderà il segno + o il — , secondochè de ha lo stesso senso, 
o il senso opposto di b. Sostituendo questo valore di de nella terza 

equazione, si ha eyiwdt + vy^'b-^=:0. Di qui si ricava 

questa espressione di t si può mettere sotto altra forma, introducendo 

d^ 
dt 



ds 
w,uj, A. Si ha che Yy^'b=ffr{€i,v)jwy^e = gr{eL.h,w};'-^=iu; 



quindi 
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E siccome ui» A e T sono numeri positivi, si dovranno scegliere i 
segni inferiori, e si ha 

[Il ac^-^%. T = ^. 

Le formule a' = l, aXc = differenziate, tenendo conto del 
valore ora ottenuto di de, danno 

aX^ = 0, cX^ = 

ossia il segmento cfa^ clie ò normale ad a e a e, avrà la direzione 

di b; e siccome gr ( -^ j = -^ = ^^, si deduce rfa = + b -^. 

L'equipollenza u = t«a, differenziata, dà dxL^dkdu-^véA. Sosti- 
tuendo di dA Q du ì loro valori, e moltiplicando per b, si ha 



Yyihdt — ±u^ 



da CUI si ricava R = H — ^, ,^ . Ma —j- =u, e 

— V X b a^ dt 



^ u u 



onde sostituendo R = 4: . Siccome t^, R ed w sono quantità po- 
sitive, si dovrà prendere il segno superiore, e si ha 



[n] da = b|, R = ^. 



La seconda di queste formule dice appunto che il raggio di cur- 
vatura d'una curva qualunque è eguale al raggio del cerchio oscu- 
latore alla medesima. 

Si differenzino infine le formule b* = 1, a X * = 0, b X e = 0, 
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che contengono b ; tenendo conto dei valori precedentemente ottenuti 
per dsL e de, sì ottiene 

bXrf1^ = 0, aX^b + ~ = 0, cXflfb — ^=0 
le quali dicono che le proiezioni di db sui segmenti a, b, e yalgoDo 

ds da 

rispettivamente g- , -«- ; quindi 



[ffl] dh^-a^ + cy-. 



V equazione del piano normale della curva in P è PM X a = 0. 
Differenziandola, considerando il punto M come fisso, e sostituendo 
a dA lì suo valore, si ha dopo alcune riduzioni PM X b = R. L*in- 
sieme di queste due equazioni determina, com'è noto, l'asse del piano 
osculatore. Si diflTerenzi una seconda volta; si avrà 



PMx(-a^+c^)=dR. 



L'insieme delle tre equazioni precedenti determina il centro della 
sfera osculatrice. Sia G il centro del cerchio osculatore ; esso soddi- 
sferà alle prime due equazioni PC X a = 0, PC X h = R, ed all'equa- 
zione del piano osculatore PC X e = 0. Quindi 

[IV] PC = Rb 

e si riconosce di nuovo che il raggio del cerchio osculatore vale il 
raggio di curvatura R. 

Sia S il centro della sfera osculatrice ; esso dovrà soddisfare alle 
tre equazioni precedenti 

PSXa = 0, PSXh = R, PSX (-a-|- + c-^)=tm; 
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e sostituendo a PS = PC + GS = Rb + GS . il suo valore , si ricava 



m 



GSsoT 



dR 
ds' 



Detto r il raggio della sfera osculatrice, sarà 

r* = PS*= PG*+ GS''' 
e sostituendo a PC e GS i loro valori 



[VI] 



r' = R« + T(gy. 



Dalle due ultime formule si deduce che se R ha un valore costante, 

e quindi -^ = 0, sarà GS s 0, ossia il centro della sfera osculatrice 

coincide col centro del cerchio osculatore, e i raggi di quella sfera 
e di qu^to cerchio sono eguali. 



§ 3. Superficie. 

18. I raggi di curvatura di tutte le curve giacenti su d*una su- 
perficie e passanti per uno stesso punto sono legati da notevoli rela- 
zioni che ora studieremo. 

Si riferisca perciò la superficie ad 
assi cartesiani ortogonali; prendasi 
per origine O il punto considerato 
della superficie, e per piano xy il 
piano tangente alla superficie in quel 
punto. Allora, se ^ = f{x,y) è l'equa- 
zione della superficie, in virtù delle 

. . « . . dz dz 

ipotesi fatte, z, -^ e -j— saranno 

nulle per 07 = ed 2/ = 0. Quindi, ^ 

sviluppando colla formula di Maclaurin, l'equazione della superficie 
diventa 

^ = g- [(« + «)^' + 2(& + P) ^1/ + (e + T) V'I 




Pbavo, Otom. ii^fin. 



19 
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d^x (lAz tl^x 

ove a, b, e sono i valori di ^, ^^, -^ per 07 = ed y=0, 

e a, p, T sono infinitesimi con x e y. 

Si immagini tracciata sulla superficie una linea qualunipie pas- 
sante per 0; sia 0/ la tangente ad essa in 0, On la normale princi- 
pale, quindi nOt il piano osculatore a qiiesta linea. Dicasi q) Tangolo 
xOt, e l'angolo nOz. 

Si prenda su questa curva un punto qualunq[ue P ; siano a?, y, z 
le sue coordinate, p la sua distanza dall'origine, X, jn, v gli angoli 
che la retta OP fa cogli assi. Dal punto P si abbassi la perpendi- 
colare PH sul piano ivOy, e la PK sulla tangente Oi. Dal triangolo 

rettangolo PHK si ricava PK = — %=r=T ; sostituendo nello sviluppo 

di .3: ad a? ed 1/ i loro valori p cos X e p cos fi, si avrà 

p«^ - (g + g) cos'X -1- 2 (& + 3) cosX cosfA + (e -h t) <^osV 

^^ — ^ 2cos HPK 



dividasi per p*=OP ; si ottiene 



PK (g + g) co8*\ + 2 (& + P) cos X cos^ + (e -t- t) cos*|j, 

5p» ~ 2 cós^HPK 

Facciasi ora tendere P verso il punto fisso 0. Si ha che 

,. PK 1 
lim _^n = -òp- 
OP ^^ 

indicando con R il raggio di curvatura della curva data in O; 
lim a = lim p = lim T = 0; la retta OP ha per limite la tangente O^ 
e gli angoli X, fx, v che essa fa cogli assi hanno per limiti 



<P» — -9 



> 



che Ot fa cogli assi; la retta indefinita PH ha per limite Oz; il piano 
OKP tende al piano osculatore della curva in 0; quindi la retta 
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indefinita PK ha per limite On ; l'angolo HPK ha per limite zOn = 9 ; 
perciò passando ai limiti, e moltiplicando per 2 si ha 

1 acos'q) 4- 2 bcoafp senq) + csen^tp 

ir~" cose • 

19. Dalla formula precedente si possono dedurre alcune conse- 
guenze. 

Anzitutto, il ra^io di curvatura della curva in non dipende 
che dagli angoli cp e 9 ; quindi esso è eguale al raggio di curvatura 
della sezione piana fatta nella superficie col piano osculatore alla 
curva data. In tal modo lo studio della curvatura delle infinite 
curve tracciate sulla superficie resta ridotto a quello delle sezioni 
piane di essa. 

Si sechi la superficie col piano zOt ( per cui 9 = 0). Detto Rq il 
raggio di curvatura corrispondente, si avrà 

1 
^ = acos*q) -|- 2&cosqp senqp + csen*(p ; 

1 1 

quindi, sostituendo nella formula precedente, -h- = ^s , ossia 

^ ^ R R^cose 

R = Rq cos 9. 

Questa formula dice che il raggio di curvatura R d'una curva 
qualunque segnata sulla superficie è eguale a quello della sezione 
fatta con un piano normale alla superficie e passante per la tan- 
gente alla curva, proiettato sul piano osculatore della curva (teo- 
rema di Meunier). 

In altre parole, se si immagina la sfera tangente alla superficie 
in e di raggio Rq, poi si seca la superficie data e la sfera con 
un piano qualunque passante per 0^, l'intersezione del piano colla 
sfera è il cerchio osculatore dell'intersezione del piano colla super- 
ficie data. Questa proposizione riduce l'esame delle sezioni oblique 
a quello delle sezioni normali, alle quali ora ci potremo limitare. 
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30. Pertanto, indicando ora con R il raggio di curvatura della 
sezione fatta nella superficie col piano normale zOt si avrà 

-^ = acos*q[) + 2&cosq) senq) + csen*q> 



sia in valor assoluto che in segno. Variando <p, e quindi questo pian^ 

R 



normale, varierà la curvatura -^ ; ci proponiamo di trovarne i ma.^ 



i 

simi e minimi valori. Perciò si fàccia la derivata di -^ rispetto a 

cp, e la si eguagli a zero; si avrà l'equazione 

2(c — a)sen <p cos cp -f- 2&(cos' cp — sen*<p) == 
ovvero 

(e — a)sen2(p + 2b cos2(p = 
ossia 

tang2(p = ^^;^, 

« 

cui debbono soddisfare i valori di cp che rendono massima o 

minima -^. Ora, escluso il caso in cui & = 0, e a — e = 0, questa 

equazione fornisce per tang2q) un valore unico e detcrminato, 
quindi per 2q) infiniti angoli ; ed indicando con 2q)o uno qualunque 

di quelli che hanno per tangente , ogni angolo 2q> sarà della 

forma 2q>Q-{-k'n, e quindi 

9 = <Po + « -g-» 

ove /i è un numero intero. Fatto k = si ha una prima soluzione 
q) = q)^, cui corrisponde un certo piano. Fatto fe = 1 si ha 

^ = q>o + -5- 
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cui corrisponde un piano normale al precedente; attribuendo a k 

altri valori, si ritrovano gli stessi piani. Quindi esistono due e due 

1 
soli piani corrispondentemente ai quali la derivata di -^ è nulla; 

essi sono ortogonali fra loro, e, come vedremo quanto prima, per 
uno di essi la curvatura è massima e per l'altro è minima. Le se- 
zioni fatte nella superficie con questi due piani diconsi sezioni prin- 
cipali; le tangenti a queste sezioni principali diconsi tangenti prin- 
cipaZt 

Finora nel sistema di assi cartesiani a cui si è riferita la figura, 
si è fissata la posizione dell'origine e del piano xOy; rimaneva 
ancora arbitraria la posizione dei piani xOz e yOz. Potremo sup- 
porre che essi coincidano coi piani delle sezioni principali; allora 

l'equazione tang 2 qp = dovrà essere soddisfatta da (p:=0 e 

cp = Y ; ^indi si annulla l>, e l'equazione che dà la curvatura di 
una sezione normale qualunque, diventa 

-^ z= acos^cp + csen^qp. 

Fatto q)=0 e q)=-^ il piano segante viene a coincidere succes- 
sivamente coi due piani principali qgOz e yOz; quindi detti Ri e R^ 
i raggi di curvatura di queste sezioni principali, si avrà 



Sostituendo questi valori nella formula precedente si ottiene 



1 co8'<p j^ sen'q) 

R" "" ^r ^ 'W' 



la quale formula, dovuta ad Eulero, determina la curvatura d'una 
sezione normale qualunque nella superficie mediante le curvature 
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principali -r^— e -r^- , e l'angolo qp che il piano di quella sezione 
fa con uno dei piani principali. 

21. Per studiare il modo di variare di R col variare di q>, suppon- 
gasi dapprima che i due raggi di curvatura principali abbiano Io 
stesso segno ; allora è facile il riconoscere dalla formula precedente 
che R avrà sempre lo stesso segno, vale a dire che tutte le sezioni 
normali rivolgono la concavità nello stesso senso; inoltre R risulta 
sempre compreso fra R^ e R,. Un punto siflFatto è un punto ellittico. 

Suppongasi invece che R^ e R, abbiano segno opposto, p. e. R^ > ó 
R, < 0. Scambiando R, in — R, si ha 

1 cos'cp sen'q) 

R R| R2 * 

Per cp = 0, R vale R^ ; facendo ci'escere cp, si vede che -5- dimi- 
nuisce perchè diminuisce il minuendo ed aumenta il sottraendo: 
■^ si annulla ove si prenda per cp un valore tale che 

m 

cos' (p sen' <p 

ossia 



tangq) = + y/|i, 



R, 

che ci fornisce per q) due valori eguali e di segno contrario. Fa- 
cendo ancora crescere cp, la curvatura diventa negativa, e va cre- 
scendo in valor assoluto fino ad assumere il valore — -p— per <P =|^. 

Variando qp da -5- a 7T,la curvatura riprende gli stessi valori in 

ordine inverso. Il raggio di curvatura invece parte dal valore R„ 
va crescendo fino a diventare infinito, poi assume valori negativi 
e va decrescendo in valor assoluto fino ad assumere il valore — Rj. 
In questo caso il punto è iperbolico. 
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Potrebbe anche avvenire che una delle curvature sia nulla; se 
p. e. -^ = 0, sarà -^ = -g-^> e variando cp da a -^ , -g- 

varia da -^^ a zero, e R da R^ ad oo. In questo caso il punto è 

paral>olico. 

Nella discussione precedente si è supposto che nell'equazione 

2b 

tang2q[) = il numeratore e il denominatore non si annullas- 

sero contemporaneamente. Se invece & = ed a:=c, l'equazione 

1 
in R dà semplicemente R = — , vale a dire in questo caso il raggio 

di curvatura è costante per tutte le sezioni normali. Un punto sif- 
fatto dlcesi umbUìco. 

22. Le questioni riferentisi alla curvatura delle superficie si 
possono ti*attare indipendentemente dalla scelta particolare di assi 
prima fatta; in tal modo troveremo alcune formule generali che 
saranno utili nelle discussioni di questo genere. 

La posizione del punto P sulla superficie sia funzione delle due 
variabili u e v; pongasi, secondo il solito 



du "" P' dv ^ ^' rftt' "" '' du dv ~ ®' di?« ■" 



Si supponga ora che le variabili uev siano funzioni d'una nuova 
variabile indipendente t; allora il punto P descriverà sulla super- 
ficie una curva di cui vogliamo calcolare la curvatura. 

Si avrà, da note regole di derivazione 

(1) dP = pdw 4- q^^' 

(2) rf*P = Tdu'^ + 2adu dv + tdv* + i^^u + qd*v. 

» 

La direzione del segmento rfP determina la tangente alla curva; 
la formula (1) dice che essa ò contenuta nel piano p.q, il quale è 
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perciò il piano tangente alla superficie. La direzione di questa tan- 
gente dipende d» du e dv, o meglio dal loro rapporto. 

n raggio di curvatura R della curva è eguale al qpiadrato di rfP 
diviso pel valore della componente di d^P normale alla tangente. 
Elevando a quadrato dP si ha 

• dP* = p*dw» + 2p X ^dudv -f fi*dv^ 

ovvero, fecondo per brevità 

(3) E = p«, F = pXq, ci = q*, 
si ha 

(4) ^nP* = E cfw* + 2Fdu dv + Gdv\ 

Cosi dP* è una funzione omogenea di secondo grado in du 
e dv; essa è necessariamente sempre positiva: il discriminante ài 
questa funzione vale EG — F*, ovvero indicando con p, q i va- 
lori assoluti dei segmenti p e q, si ha E =jp', F = pq cos (p, q\ 

G = g'; quindi EG — F*=pV(i — cos*pq)=jpVsen'p.q. Chia- 
mando uj Tarea del parallelogrammo p.q, cioè posto uj=pgsenp.q, 
si deduce 

uj = |/Ea— F^ 

Indichiamo per un momento con a la componente di (l*P normale 
alla tangente dP della curva, e con b la componente di rf^P normale 
alla superficie. Sia 6 l'angolo che la normale principale alla curva 
fa colla normale alla superficie, cioè l'angolo dei sementi a e b; 
si avrà 

b 



a = 



cose' 



Per calcolarci &, si consideri il volume p . q . ^P ; in virtù deUa (2) 
si ha 

(6) p . q .e?P = kdu* + 2Bdudv + Cdv* 
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ove si faccia 

(7) A = p . q . r, B := p . q . s, G = p . q . t. 

Ma il volume del parallelepipedo p . q . cPF vale il prodotto dell'area 
base p.q, che si è chiamata uj, per la componente di cPP normale 
al piano p.q, la quale componente si è chiamata &; dividendo perciò 
per u) si ha 

,_p.q.(^. 



Ili 



quindi 



p.q.d«P . 
tt ~ — • — • 

uicose 



e la curvatura 



1 _a 



ovvero, sostituendo: 

^^^ R ~ UJ Edw' + 2¥du dv 4- Qc^* cose ' 

Questa formula esprime la curvatura della curva data in funzione 
di ^ e dVy meglio del loro rapporto da cui dipende la direzione 
della tangente alla curva, e dell'angolo che la normale principale 
alla curva fk colla normale alla superfìcie. Da essa si deduce im- 
mediatamente il teorema di Meunier. 

23. Supponendo = 0, cioè che il piano osculatore alla curva 
sia normale alla superficie, si ha 

^^ R "" ui EdM« 4- 2Fdw dv + Gdi?»* 

Vogliamo ora determinare du e dv in guisa che -^ risulti mas- 
simo minimo. Ricorrendo alle note regole sui massimi e mìnimi, 
si ha che du e dv debbono soddisfare alle, equazioni 

kdu + Bdt? _ Bdu + Qdv _ Adu' + 2Bdt< dv 4- Gdt?» 
Edw -h Ydv "" Ydu + Odv "~ Edu« + 2FdM dv + Gdt?' 
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(le quali equivalgono ad una sola equazione). Indicando con X il 
valore comune di questi fratti, le equazioni precedenti si pedono 
scrivere 



(10) 



(A 
(B 



\E)du + (B — \F) dv 
\F)dU'\'{C — \a)dv 

R "^ 








U) 



Si eliminino du e dv fra le due prime equazioni; sì avrà T equa- 
zione 



A — XE B — \F 

B — XP G — ax 



= 0, 



ossìa sviluppata 



(li) (AG — B«) — (AG + EG — 2BP)X + (EG — F*)X* = 

equazione di secondo- grado in X che ci fornisce per X due vaJori. 
Risulta dalle cose dette che questi valori sono sempre reali, come 
si potrebbe pure riconoscere dall'esame dell'equazione. Questi valori 
di X, sostituiti nella terza delle (10) danno i valori delle curvature 

1 1 

principali -5— e -^s— . Si ricava con calcoli semplicissimi 



(12) 



(13) 



R» ^ R, 



AG + EG — 2BF 

(EG — F*)l 



AG — B« 



R^Rg (EG — F*)»' 



Eliminando invece il X fra le due prime equazioni (10) si ha, dopo 
alcuni calcoli 



(14) 



E 



B 
F 



G 



dv^ — du dv du* 



= 0, 



ttU 



•fUMMasa^aaBfe^ 



ma ■ »■ . ! — >— wMaj" 
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la quale determina i due rapporti -j- corrispondenti alle tangenti 

delle sezioni principali. 

Se il punto considerato è un umbilico, l'equazione (9) deve dare 

1 

per -5- sempre lo stesso valore qualunque siano i valori di du e 

dv; perciò è necessario e sufficiente che si abbia 



(15) "^ ^ 



E ~ F ~" G' 



In questo caso l'equazione (14) diventa una identità , e risulta 
indeterminata la direzione delle tangenti principali. 
L'equazione 

(16) kdu^ + 2Bdudv + Cdv* = 

se AG — B* < 0, ossia se il punto è iperbolico, determina due valori di —r- 

(tv 

1 

corrispondentemente ai quali si ha '=r = 0. Alle due rette aventi 

queste direzioni si dà il nome di tangenti di flesso della superficie, 
perchè in generale le sezioni fatte nella superficie con piani pas- 
santi per una di esse hanno ivi un punto di flesso. 

Diconsi linee di curvatura d'una superficie le linee della super- 
ficie che sono in ogni loro punto tangenti alle tangenti principali. 
La determinazione di queste linee dipende dall'integrazione della 
equazione difierenziale (14). Per ogni punto della superficie passano 
due di queste linee, che si incontrano ad angolo retto. 

Diconsi linee assintotiche della superficie quelle linee tracciate in 
essa che hanno per tangenti le tangenti di flesso della superficie. 
La loro equazione si ottiene integrando la (16). Per ogni punto iper- 
bolico della superficie passano due dì queste linee; pei punti para- 
bolici una, e per gli ellittici nessuna. 
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Esercizìi. 



1. Se le inverse d'una linea piana L e del suo cerchio osculatore C sonok 
linea L* e il cerchio G*, allora C è il cerchio osculatore della curva L*. 

2. Nel piano, la curva i cui punti distano d*una quantità costante da una 
curva data dicesi parallela ad essa. Le curve parallele hanno le stesse nomuJi 
e la stessa evoluta. 

3. U raggio di curvatura della catenaria (Gap. II, N. 23, es. 2») è aguale alla 
lunghezza della normale. 

a* 

4. Il raggio di curvatura della lemniscata r*=:a'cos*a vale -«— . 



5. n raggio di curvatura deìVelica, detto r il raggio del cerchio base, e 6 

rangole costante che la tangente all'elica fa col piano della base, vale |r-. 

n centro della sfera osculatrice coincide col centro del cerchio OBCoì&tare, 
Questi centri formano una nuova elica avente lo stesso asse e lo stesso paiso 



r» 



della data. Il raggio di torsione vale — ^ cot 6. 

6. Se le inverse d'una curva a doppia curvatura L, del suo cerchio oscula- 
tore G e della sfera osculatrice S sono L'," G* e S*, allora G* e S* saranno ri- 
spettivamente il cerchio osculatore e la sfera osculatrice di L*. Il piano del 
cerchio G* è il piano osculatore alla L*. 

7. Gostrurre il piano osculatore e il cerchio osculatore della lossodromia 
(Gap. Ili, 22, es. S'»). 

8. Se una superficie è data, in assi cartesiani ortogonali, da un'equazione 
della forma z=sf(x^y\ dette jd e ^ le derivate di primo ordine di z rispetto 
ad a? e ^, e r, 5, f quelle del secondo ordine, il raggio di curvatura R d'una 
sezione normale è dato dalla formula 



1 1 rda?* + 2sdxdy + %» 






R Vr+^M^ das^ ^ dy^ -\- {pdx -^ qdyf' 
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Detti R^ e R2 i raggi di curvatura delle sezioni principali, si ha 



1 , 1 __r + t + rq'^'^ 2spq + tp^ 

5 r"=D" 7 rs 



Ri R2 



i+p^ + q 



Ai 



rt — s' 



R, R, ^i+p^ + qY 
L'equazione differenziale delle linee di curvatura ò 



5 



dy^ — dccdy do?' 



= 0. 



Quella delle linee assintotiche è 

rdod* + 2sdxdy + tdy^^O. 
Le condizioni affinchè il punto sia un umbUico sono 

r 5 t ' 

9. Se una superficie è data da un'equazione della forma f(x^ y^ z) =3 0, dette 
A /i /s) fi\9 /is« ®^' ^^ derivate parziali del primo e secondo ordine di /'rìspettcx 
ad xyz^ la condizione affinchè il punto considerato sia parabolico è 



= 0. 



fi f% fz 

fi fa fit fa 

/t /Ì2 /m /m 

/a /i3 /«3 ^3 

10. Sono linee di curvatura dei cilindri le generatrici e le sezioni fatte con 
piani normali alle generatrici. Le generatrici sono anche linee assintotiche; 
tutti i punti sono parabolici. 

11. Le linee di curvatura dei coni sono le generatrici e le sezioni fatte nel 
cono con sfere aventi per centro il vertice del cono. Le generatrici sono linee 
assintotiche; i punti sono parabolici. 

12. Nella superficie di rivoluzione le linee di curvatura sono i meridiani ei 
paralleli. 



GA.PITOLO VII. 



■ • 



B lAaSHla ▼ ^Mlk «<b W^ IV^^ 



§ 1. Limiti di figure variabili. 

1. Intenderemo sempre per figura, o campo di punti, ogni insieme 
di punti. Diremo distanza d'un punto A da una figura F il limite 
inferiore delle distanze dal punto A da tutti i punti della figura F. 
Essa può anche essere la minima distanza del punto A dai punti 
della figura, e questo avverrà certamente se i punti della figura 
formano un campo chiuso. La distanza del punto A dalla figura F 
sarà nulla quando A appartiene alla figura data, ovvero al campo 
limite di essa. 

Una figura si può considerare o come fissa o come variabile. 
Diremo limite d'una figura variabUe F il luogo dei puntile 
cui distanze dalla figura F hanno per limite zero. 

Già si è definito (Gap. I, 2) il limite d'una retta e d*im piano; è 
facile -lo scorgere che le definizioni allora date coincidono coir at- 
tuale, ove la retta ed il piano si considerino come figure. Si è pure 
definito il limite d'un cerchio o d'una sfera variabili ; si può dimo- 
strare che anche quelle definizioni concordano coli' attuale. Invero 
suppongasi che il piano tt, il centro G ed il raggio r d'un cerchio C 
variabile abbiano per limiti tTq, G<,, r^y piano, centro, raggio d'un cer- 
chio fisso G^; dico che il primo cerchio (considerato come luogo di 
punti) ha per limite il secondo. Infatti la distanza ò d'un punto A 

dal cerchio variabile è espressa da ò = /aH* + (HG — r)\ ove H 
5ia il piede della perpendicolare abbassata da A sul piano tt. Ora, 
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detto Hq il piede della perpendicolare abbassata da A su n^, il limite 

di H è Ho (Gap. I, § 1^) ; quindi il limite di ò è j/aHo*-KHoGo— ro)*, 
ossia è la distanza \ di A dal cerchio fisso G^. Pertanto il limite 
di ò sarà o non sarà nullo secondochè A sta o non sta sul cerchio G^, 
ossia il cerchio G^ è il luogo dei punti, le cui distanze dal cerchio 
variabile G hanno per limite zero, vale a dire G^ è il limite di G. 
In modo analogo si ragionerebbe per le sfere. 

2. Una figura, nello spazio, si può definire come luogo dei punti 
P, le cui coordinate cartesiane soddisfano ad una o a più equazioni 
della forma f{z^y^z)^=iO, ove supporremo i primi membri funzioni 
continue, ed aventi derivate parziali. Sotto certe condizioni, una 
di quelle equazioni determina una superficie, due determinano 
una linea, e tre alcuni punti. La figura cosi determinata sarà co- 
stante o variabile secondochè le quantità f{x^ y^ z) non dipendono, 
ovvero dipendono pure da altre variabili. Noi ci occuperemo bre- 
vemente delle figure date mediante equazioni, ed enuncieremo su 
esse le tre proposizioni seguenti: 

I. Essendo F(Q la figura definita dall'equazione 
f{x,yf Zyt) = 0, la quale figura è variabile con t, allora, 
col tendere di ^ a t^, ogni punto della figura limite di F{t) 
appartiene alla P(<o); viceversa ogni punto della figura 
F(Q appartiene alla figura limite di P(0, se, corrispon- 
dentemente ad esso, non sono nulle ad un tempo -J-y -3-^-1- 

'^ da) dy dz 

Infatti, sia Po un punto della figura limite di F(f), e siano a?o, i/o> ^o 
le sue coordinate. Allora la distanza del punto Po dalla figura F 
avrà per limite zero; quindi anche la distanza di Po da qualche 
punto P di F avrà per limite zero, ossia il punto P di F tende a Fq. 
Siano X, y, z le coordinate di questo punto. Poiché esso appartiene 
alla figura F, sarà f{x, y, Zj = 0. Facciasi tendere if a t^-.x^y, z 
tendono a a?o, y^y z^ e f{x, j/, z, t) tende a f^x^, i/o» ^o» ^o) 5 ^^ 
siccome f(Xy y, z, t) ^ sempre nullo, sarà anche il suo limite 



— 304 — 

/*(^o> 2/0» -2^0» Q = ^> ^^ssia il punto P^ appartiene appunto alla figura 

F(g. 

Viceversa, se Pq è un punto di ¥(1^), cioè se /"(ìj^o» 2/o> ^e^ ^0 ) = ^» ^ 
se una delle derivate di f rispetto ad a?, j/, ^, p. e. -^nonènulla, 

allora l'equazione /"(a?, Vo» ^o> <) = fra le due variabili iv e (, che 
è soddisfatta da x = a)Q e ^=:^o> determina x quale funzione con- 
tinua di ^, che per t^zt^ assume il valore x^. Quindi il punto P 
di coordinate a?, i/q» ^0 appartiene alla figura F(0, perchè le sue 
coordinate soddis&no all'equazione f{Xy v» ^2^» = ^ > inoltre col ten- 
dere di ^ a ^0 il punto P tende a P^, e la distanza P^P tende a zero. 
Ma la distanza di Po dalla F non è maggiore di PqP ; dunque la 
distanza del punto Pq dalla figura F {t) tende a zero , e Po è un 
punto del limite di questa figura variabile. 

Se il punto Po appartenesse alla F(^o)> ^^ P®^ ®*3o si annullas- 
sero tutte le derivate parziali di f rispetto alle sue coordinate, oc- 
correrebbe uno studio ulteriore per riconoscere se questo punto 
appartenga, ovvero non alla figura limite di F. 

In modo analogo si dimostrano queste proposizioni: 

IL Se la figura F{t) è definita dalle equazioni 

f{a!,y,z,t)=zO e (p{x,y,z,f) = 

ì punti della figura limite di F{t), ove i tenda a <o» appar- 
tengono alla figura F(io)- Viceversa ogni punto di F(Q, pel 
quale non siano nulli ad un tempo i determinanti della 
matrice 

df^ df df 
dx dy dz 

d<p d(p dq> 
dx dy dz 

appartiene alla figura limite di F(0- 

III. Se la figura F(0 è definita dalle equazioni /*(a;,i/,;5,<)=0, 
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<p(a?,y,^,Q = 0, \^(x,y,z,t)=zO, col tendere di ^ a i^, i punti 
limiti di P(0 appartengono ad F(fo). Viceversa, ogni 
punto di F(^^) è un punto limite di F(0, se, corrispon- 
dentemente ad esso non è nullo il determinante for- 
mato colle derivate parziali di fyq>,\\f rispetto a ooyz. 

3. Come applicazione delle cose precedenti, tratteremo da un 
nuovo punto di vista le tangenti a curve ed i piani tangenti a 
superficie. 

Sia F una linea od una superficie, e Pq un punto dì essa. Si im-; 
magini la figura omotetica della F, con centro di omotetìa in P^ e 
con rapporto di omotetia r. Gol crescere indefinitamente di r, questa 
figura omotetica tende nei casi più comuni verso un lìmite. Esso 
è in generale la tangente alla linea , od il piano tangente alla su- 
perficie F; ma può anche essere, in casi speciali, una figura più 
complicata, cui potremo dare in ogni caso il nome di figura tan- 
gente alla F nel suo punto P^. 

Sìa dapprima 

(1) r(^,l/) = 

un'equazione fk*a le coordinate xy d'un punto P del piano, la quale 
rappresenti una linea. Se Pg è un punto dì questa lìnea, e x^ y^^ 
sono le sue coordinate, sarà f{xQ,y^=^0. Quindi l'equazione della 
linea si può pure scrivere 

(2) f{po,y) — f{x,,y^) = 
ossia, sviluppando colla formula di Taylor, 

ove a e p sono infinitesimi con x — Xq e y — i/o- Si faccia ora la 
figura omotetica della linea data, con centro d'omotetia in P^, e con 
rapporto r. Dette XY le coordinate dal punto Q omotetico di P, 

Piavo, Q«om. injbn. 20 
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sarà X — a7o = ^(a? — a?o)» Y — y^ = r(i/ — y^), e requazione ddla 
figura omotetica diventa 

ovvero 

ove a e 6 sono infinitesimi con ""^" e — ^^^. Si passi ora al 

limite, facendo crescere indefinitamente r ; a e p hanno per limite 
zero, e l'equazione (4) ha per limite la 

(5) ^(x_a;.) + ^(Y-v.) = 0. 

e, per quanto si disse, la figura definita da quest'equazione è effet- 
tivamente il limite della figura definita dall'equazione (4), se le 

derivate della (5) rispetto X ed Y, cioè -Jz ^ ~J~ "^^^ sono nulle 

ad un tempo. In questa ipotesi, la (5) rappresenta una retta, che è 
la tangente alla curva data (V. pag. 78) ; dunque il limite della fi- 
gura omotetica della curva data, con centro d'omotetia in un punto 
Po della curva, e con rapporto d'omotetia crescente indefinitamente, 
è la tangente alla curva in quel punto. 

^^ ^ "5» ^== ^ ^ sT ^^ ^' l'equazione (5) diventa un'identità, e 

non rappresenta più alcuna linea. Se sono nulle le derivate parziali 
di f degli ordini 2^ 3**,... (n — 1)*, ma non sono nulle tutte quelle 
d'ordine w, l'equazione (2), ove si sviluppi colla formula di Taylor, 
diventa : 
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ore le derivate parziali d'ordine n corrispondono a valori delle va- 
riabili della forma a?o + 6 (a? — ^o) ^ I/o + ® (^ — Hoì» compresi rispe^ 
tivamente fra x^ e x, y^^ e y. L'equazione della figura omotetica è 
in questo caso 

+ ...+g(Y-v,)-], = 0. 
6 passando al limite questa equazione diventa 

+ ... + g(Y-2/o)» = 0, 

ove le derivate corrispondono ai valori x^ y^ delle variabili. È noto 
dalla geometria analitica che questa equazione rappresenta delle 
rette reali passanti per P^, il cui numero è compreso fra ed n. 
Per quanto si è detto, ciascheduna di queste rette appartiene effetti- 
vamente al limite della figura omotetica della curva data, se pei 
suoi punti non sono nulle ad un tempo le due derivate del primo 
membro dell'equazione (5') rispetto ad X ed Y. 
Con ragionamento analogo si dimostra che se l'equazione 

f{x,y,z) = 

rappresenta nello spazio una superficie, il limite della figura omo- 
tetica di questa superficie, con centro in suo punto Po e con rap- 
porto crescente indefinitamente, è la figura rappresentata dall'equa- 
zione 

se ■—- , -^ , -^ non sono nulle ad un tempo ; cioè questo limite 
è il piano tangente alla superficie in p^. Ma se le derivate parziali 
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di f degli ordini 1°, 2<»,...(n — 1)"® sono nulle, |il limite della figura 
omotetica della superficie soddisfa airequazione 



s 



"' *"'' (X - a;„)- (Y - y.)^ (Z - ^.)> = 0, 



a! p! t'- da^^dyfidxy 



la quale rappresenta un cono di vertice Po ; ed ogni punto di questo 
cono apparterrà effettivamente a questa figura limite se per esso 
non si annullano ad un tempo le tre derivate parziali del primo 
membro di questa equazione rispetto a X,Y, Z. 



§ 2. Inviluppi di curve nel piano. 

4. Sia F{t) una linea variabile in un piano fisso, la quale dipenda 
da una variabile numerica t Dati a i due valori t e t-\-hyìe linee 
F(t) e F^t-^-h) sì possono incontrare in alcuni punti. Gol tendere 
di ^ a zero questi punti si muovono sulla F{i) e tendono in gene- 
rale a posizioni limiti, che diremo punti d'incontro della linea con- 
siderata colla consecutiva, o colla infinitamente prossima. Su ogni 
linea del sistema possono esistere alcuni di tali punti ; il loro insieme 
forma un luogo geometrico che diremo inviluppo dalle curve del 
sistema proposto; queste diconsi inviluppate. 

La linea F{f) sia data mediante un'equazione 

(i) f(x,y;t) = 

fra le coordinate cartesiane cvy d'un punto nel piano e la varia- 
bile t La linea F^t-^h) sarà data dall'equazione 

(2) ax,y;t + h)=iO 

ed i punti comuni alle due linee sono quelli le cui coordinate sod- 
disfano alle equazioni (1) e (2). 
Al sistema di queste due equazioni si possono sostituire le 
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Facciasi tendere h a zero ; al limite le equazioni precedenti di- 
ventano 

(3) nx,y;t) = 0, ri(x,y;t)=:0 

e, per le cose precedentemente dimostrate, i limiti dei punti d* in- 
contro delle F(t) e JP(^ + A) debbono soddisfare alle equazioni (3); 
viceversa, se un punto soddisfa a queste equazioni, esso sarà il limite 
di qualche punto d*incontro delle due curve date, se per esso non 
è nullo il determinante 



A = 



df 


df 


dx 


dy 


cPf 


d?f 


dcedt 


dydt 



Supposto pertanto A non nullo, le equazioni (3) determinano in 
funzione di ^ le coordinate di punti della linea inviluppata; elimi- 
nando t fra queste equazioni, si ha Tequazione della linea cercata. 

5. Una notevole proprietà di questi inviluppi è la seguente. Se P 
è un punto d'incontro della curva F{t) sua consecutiva, le tangenti 
in P a questa curva e all'inviluppo, sotto certe condizioni, coinci- 
dono. Invero, il rapporto direttivo ^ della tangente alla curva del 
sistema si otterrà dall'equazione 



la quale si ricava differenziando la (1), considerando ivi la t come 
costante, supposto però che -jz ^ -4-- iion siano ad un tempo nulle. 

Per avere il rapporto direttivo della tangente all'inviluppo, si può 
risolvere la seconda delle equazioni (3) rispetto a ^, il che è possi- 
bile se 53 ^ 0; poi sostituire questo valore di i nella prima delle 
equazioni (3); essa diventa l'equazione dell'inviluppo. 
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La 8i differenzi, ricordando che t è (Unzione di a? ed y; si ayrà 

« 

t 

Ma poiché -^ i= 0, in virtù delle (3), l'equazione precedente diventa 
identica alla (a), perciò i rapporti -^ corrispondenti aU' invilnp- 

< 

pante e all'inviluppata coincidono, e coincidono pure le tangenti a 
queste curve. 

Come caso particolare, se le linee variabili sono rette, esse sa- 
ranno le tangenti all'inviluppo. 

Si è visto che il centro di curvatura d'una curva piana è il punto 
d' incontro di due normali successive. Quindi il luogo di questi centri 
di curvatura, che si è chiamato l'evoluta della curva data, non è 
altro che l'inviluppo delle sue normali. Si ritrova così che le no^ 
mali alla curva proposta sono le tangenti alla sua evoluta. 

6. Esempio. — Vogliasi determinare l'inviluppo d'una retta AB, 
di lunghezza costante, la quale si muove in guisa che i suoi due 
estremi scorrono su due assi ortogonali Ox e Oy. 

Scelti per assi cartesiani gli assi Ox, Oy, detto a l'angolo che la per- 
pendicolare abbassata da su AB & coU'asse delle ^, e p la lun- 
ghezza di questa perpendicolare, l'equazione della retta AB è 

(1 ) ascosa + I/sena — p = 0. 

Sia a la lunghezza costante del segmento AB. Sarà 

OA = asena, e p = asenacosa ; 

quindi, sostituendo, l'equazione della retta indefinita AB, il coi se^ 
mento intercetto iBra gli assi è a, diventa 

(2) a?cosa + 2/sena — asenacosa = , 

la quale non dipende che dal solo parametro a. Applicando la re- 
gola precedente, il punto di contatto della retta AB ha coordinate 
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che soddisfiamo all'equazione (2), ed a quella che si ottiene diffe^ 
renziandola rispetto al parametro a, supponendo fissi a? ed i/; la 
nuova equazione è 

(3) — ajsena + ycosa — a(cos*a — sen'a) = 0. 

Ricavando da queste equazioni 07 ed 2/, si ha 

(4 ) x = osen'a , y := órcos'a. 

Cosi si hanno le coordinate del punto P in funzione della varia- 
bile a. Volendo l'equazione della curva descritta da P, basta eli- 
minare a fra le due equazioni (4) il che si ottiene elevandole alla 

potenza | e sommando. 

Si ricava 

(5) J + l/* = a^ 
e, fatti sparire gli irrazionali, si ottiene 

(6) (a?« + y' — ay — 27a»^i/« = 0. 

7. Applicando il metodo precedentemente spiegato per la ricerca 
degli inviluppi, possono presentarsi alcune singolarità che esamine- 
remo brevemente. 

Può avvenire che le due equazioni f{x, y\t) = e f/ (a?, y; f) = 0, 
pel valore considerato di t non abbiano alcuna soluzione comune; 
allora conchiuderemo che non esistono punti d'intersezione della 
linea corrispondente al valore considerato di t colla successiva. 
Questo può avvenire perchè quella linea non è incontrata dalle 
linee vicine, ovvero perchè, esistendo questi punti d'intersezione, 
essi non tendono ad alcun limite. Se ciò avviene per ogni valore di t, 
allóra le linee date non hanno inviluppo. 

Può avvemre che le equazioni precedenti f= e T « = abbiano 
una soluzione, ma che, per essa, il determinante denominato À sia nullo. 
In questo caso il punto, le cui coordinate soddisfanno a queste due 
equazioni, può alcune volte essere, ed altre volte non essere il li- 



/ 
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mite d*un punto d*incontro della linea considerata del sistema con 
una sua consecutiva. Un esempio basterà a rischiarare questo caso. 
Sia Tequazione 

y— (a? — 0^ = 

la quale, attribuendo a ^ un valore qualunque, rappresenta una 
parabola cubica, e variando t, rappresenta influite parabole cubiche 
che sono posizioni parallele d*una qualunque di esse. Annullando la 
derivata del primo membro rispetto a t^ secondo la regola indicata, 
si ha 

{x — ty = 

da cui si ricava a? = ^; e sostituendo a t questo suo valore nella 
prima equazione, si ha come equazione risultante f/ == 0, che rap- 
presenta Tasse delle x. Però questa linea non si può considerare 
come r inviluppo delle curve del sistema, secondo la definizione data 
dell' inviluppo. Invero due curve qualunque y — (a? — 0* = 0, 
y — {x — ff = non possono avere alcun punto comune , se ^ è 
diverso da t\ Però la linea così trovata riesce ancora tangente a 
tutte le parabole del sistema. Il determinante A è in questo caso 
nullo per ogni valore di t 

Avviene alcune volte che, per ogni valore di ty esistano dei va- 
lori dì X ed y che soddisfino ad un tempo alle due equazioni 

T^ = Oe-^=:0, e che questi valori di a? ed y siano funzioni 

continue di ^ (in questo caso ogni curva del sistema ha dei punti 

singolari). Allora si può riconoscere che sarà anche — =0, e il 

risultato dell'eliminazione di ^ fra le equazioni r:=0 e ^ =0 con- 
tiene anche il luogo dei punti singolari delle curve del sistema. 
In questo caso (in cui di necessità A = 0) questi punti possono es- 
sere ovvero non i limiti dei punti d'intersezione delle curve del 
sistema, e il loro luogo può essere ovvero non tangente alle me- 
desime. 
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Infine può avvenire che sia ^ =: 0. Si consideri p. e. l'equazione 

9 (^> y) + ^ M' (^> y) = 0, ove r e HI sono funzioni ben definite di x 
ed 1/. DiflTerenziandola rispetto a ^ si avrà i|i (a?, y) = 0, che congiunta 
alla precedente, dà luogo alle due equazioni cp (a?, 2/) = 0, qi (a?, y) = 0. 
Queste non contengono più la variabile t\ le soluzioni comuni sono 
indipendenti da t I punti così determinati sono comuni a tutte le 
curve del sistema (le quali curve formano un fascio) ; in questo caso 
non ha più significato la ricerca se l'inviluppo sia non tangente 
alle curve del sistema. 



§ 3. Inviluppi di superficie. 

8. Nei sistemi di superficie si hanno a considerare due sorta di 
inviluppi, secondochè ogni superficie del sistema dipende da una 
da due variabili numeriche indipendenti. 

Sia F{f) una superficie variabile, la quale dipenda da un para- 
metro t Dati a t due valori ^ e ^ + /i, le due superficie corrispon- 
denti si incontrano in generale secondo una linea; tendendo h a 
zero, questa linea si muove sulla prima superficie e tende ad una 
posizione limite, che dicesi intersezione della superficie F(t) colla 
consecutiva, ovvero la caratteristica della superficie. 

Su ogni superficie del sistema esiste in generale una di queste 
linee. Il loro insieme forma una superficie cui si dà il nome di in- 
viluppo delle superficie date. Queste diconsi anche inviluppate da 
quella. 

La superficie F(f) sia rappresentata dall'equazione 

(1) ax,y,z;t) = 

ir di le coordinate cartesiane xy z A'\m punto e la variabile L L'in- 
tersezione delle superficie F(t) e F(^ + /i) sarà data dalle equazioni 
f{x,y,z; t) = e f{x,y,z;t-\'h)=:-0, ovvero dalle 

(2) aw,v,z;f) = o, rj-iyiiii±Jpif(^iyifiÉ=:o, 
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Facendo tendere h a zero, esse diventano 



(3) 



r(x,y,z;f) = (^ f/(Xyy,z;{) = 



e, per proposizioni dimostrate, la linea definita da queste dne egcuh 
zioni sarà effettivamente il limite della linea definita dalle (2), se 
per tutti i suoi punti non sono ad un tempo nulli i determinanti 
della matrice 



dr 

da 


df 
dy 


df 
dz 


d^f 
dtdoB 


d^f 
dtdy 


d^f 
dtdz 



Se fra le equazioni (3) si elimina il parametro t, si avrà l'equa- 
zione dell'inviluppo. 

Si può anche qui dimostrare che, nei casi più comuni, l'inviluppo 
è tangente alle superficie inviluppate. 

Invero la giacitura del piano tangente alla superficie (l)è determinata 

dai valori di -^ , -—- , --/-, supposto che questi non siano tutti nulli. 



Se 



d^f 



dx ^ dy ' dz 

non è nullo, dalla seconda delle equazioni (3) si può rica- 
vare t in funzione di xyz^ e, sostituito il suo valore nella prima 
delle (3), si avrà l'equazione dell'inviluppo. Il piano tangente airin- 
viluppo è definito dalle tre derivate parziali di f{a>yy,z,t) rispetto ad 
ce, y, Zy ove a ^ si sia sostituito il suo valore ; esse sono 



df _. df dt 



df df dt 



df . df dt 



dx ^ dt dx^ dy ^ dt dy ^ dz ^ dt dz ' 



e poiché -^ = 0, si riducono ^ ^ » gr » wf » quindi i piani tan- 
genti alle due superficie coincidono. 
Tre superficie del sistema ¥(Q¥{t^) ¥{Q si incontrano in gene- 
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rale in un gruppo di punti, le cui coordinate soddisfano alle tre 
equazioni 

f{x, y, z ; t^) = 0, r (ocy 2/, z; Q = 0, f(x, y, z; Q = 0, 
e quindi anche alle equazioni 

f{x, y, z; Q = 0, fioo, y, z; tj^)= 0, fico, y, z; t^ t^ t^) = 0, 

ove i primi membri della seconda e terza equazione sono le fun- 
zioni interpolari di primo e secondo ordine di f rispetto a t. Facendo 
tendere t^ t^ e t^ ad uno stesso valore t, le equazioni precedenti di- 
ventano f(Xy y, z;t) = 0, ft{oo, V, z; t) = 0, ftico, |/, z; t) = 0, cui 
debbono soddisfare i limiti dei punti d'incontro delle tre superficie 
del sistema ; e viceversa i punti che soddisfano a queste equazioni 
sono effettivamente i punti limiti, se è verificata la condizione 
enunciata dal Teor. in del N. 2. Questi punti si possono pure 
considerare come i limiti dell'intersezione della caratteristica cor- , 
rispondente ad una superficie del sistema, con una superficie con- 
secutiva. 

m 

Variando ty questi punti descrivono una curva, detta spigolo di 
regresso della superficie inviluppo. Si dimostra con ragionamento 
analogo ai precedenti che in generale le caratteristiche sono tan- 
genti allo spigolo di regresso nei punti loro comuni. 

Come esempio, se le superficie variabili sono i piani normali ad 
una curva gobba, le caratteristiche sono gli assi dei piani oscula- 
tori; lo spigolo di regresso è formato dai centri delle sfere oscu- 
latrici. 

9. Sia F(u,v) una superficie la quale dipenda da due variabili 
numeriche uev.Le superficie F(UyV) e F(u-\-h,v-\- k) si incon- 
trano in generale secondo una linea, la quale, col tendere di Ti e fe 
a zero, Tuna indipendentemente dall'altra, non tende verso una 
linea, ma verso un gruppo discreto dì punti ; vale a dire esiste un 
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gruppo di punti sulla superficie F[u, v) pei quali ha per limite zer: 
la distanza dalla curva intersezione delle F (u^v) q F (%ù -\- h^ v -^ h. 
comunque si facciano tendere h e k ^ zero. 
Sia 

(1) f{x,y,z;u,v) = 

l'equazione della superficie F(u,v). Supponendo v costante e varia- 
bile w, i punti limiti dell'intersezione della (1) colla superficie 

df 

dovranno, per le cose dette soddisfare anche all'equazione ^ = 0. 
Analogamente i punti limiti dell'intersezione della (1) colla 

f{x,y, z, 2(, v-^-k) 

debbono soddisfare alla equazione t^=5 0. Pertanto i punti limiti 

dell'intersezione della superficie (1) colla superficie f{0Cyy,z;u 
-^hyV4-k) = 0, ove si facciano tendere arbitrariamente /t e A a 
zero, debbono soddisfare, oltre alla (1), alle equazioni 

m 1=0. § = <>■ 

Se fra le equazioni (1) e (2) si eliminano te e i?, si avrà una equa- 
zione cui soddisfano i punti dell'inviluppo. 

Si può riconoscere che l'inviluppo è generalmente tangente alle 
superficie inviluppate. Invero la giacitura del piano tangente alla 
superficie inviluppata è data dalle tre derivate parziali della (1) 
rispetto x,y, z, ove u e v sì considerino costanti. La giacitura del 
piano tangente all'inviluppo è data dalle tre derivate parziali della (1) 
rispetto ad x, y, z, ove ad w e t? siano sostituiti i loro valori che si 

suppongono ricavati dalle (2). Ora, poiché ^=0e^=0, i valori 

di queste derivate parziali in ambe le ipotesi coincidono, e coinci- 
dono pure i piani tangenti. 



— 317 — 

10. Esempio. — Determinare l'inviluppo dei piani che tagliano 
da un dato angolo triedro un tetraedro di volume costante. 

Presi per assi di riferimento gli spigoli OxOyOz del triedro, la 
equazione 

rappresenta un piano che taglia sugli assi i segmenti c^b.c, e il 
quale determina colle faccie del triedro un volume 

(2) V = -~AaZ>c, 

ove A rappresenta il volume del parallelepipedo costrutto su tre 
segmenti eguali all'unità di misura, e diretti secondo gli assi. Es- 
sendo V dato, delle tre variabili a, &, e che compaiono nella equa- 
zione (1) due sole sono variabili indipendenti, poiché fra esse passa 
la relazione (2). Pertanto, per trovare l'inviluppo dei piani (1) basterà 
eguagliare a zero le due derivate parziali della (1) rispetto alle due 
variabili ìndipeùdenti, tenendo conto che la terza è funzione delle 
altre due data dall'equazione (2). Questo, com'è noto, equivale ad 
eguagliare i rapporti delle derivate parziali delle (1) e (2) rispetto 
alle tre variabili a, &, e; si ha cosi 

a? y z 

a« _ y _ c^ 
bc ca ab ^ 

ovvero, semplificando 

X y z 

a b e ' 

ossia, in virtù della (1), ciascheduna delle quantità — , x"' —vale 



a' b' e 



jy cioè 

/o\ a b e 

(3) ^ = X' ^~T' ^ — T' 
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Queste sono le coordinate del pmfto di contatto del piano col sao 
inviluppo. Esse dicono che questo punto è il baricentro dei tre punti 
d* incontro del piano cogli spigoli del tetraedro. 

Volendosi l'equazione della superficie inviluppo, basterà eliminare 
/i,b,c fì*a le equazioni (2) e (3); si ha cosi 

2 V 



§ 4. Bette e piani variabili. 

1 1. Finora si è essenzialmente considerato come variabile un punto, 
il quale descrive una linea od una superficie secondochò la sua pò* 
sizione è finizione di una o di due variabili numeriche. Ora potremo 
considerare come elementi variabili una retta od un piano, e stu- 
diare gli enti geometrici che essi generano variando. Premetteremo 
alcune definizioni. 

Sia un punto fisso, ed r un numero dato; ad ogni punto P 
dello spazio si faccia corrispondere un punto Q tale che 

55 = rOF. 

Se P descrìve una figura, anche Q descriverà una figura, che dioeai 
omotetica (simile e similmente posta) della prima, con centro di 
omotetia in O, e con rapporto di om/)tetia eguale ad r. 
Se P' e Q' è una nuova coppia di punti omologhi, sarà 

GQ' = rOF' , 
e sottraendo, si ottiene 

(KI' = rW ; 

ossia i segmenti omologhi PP' e QQ'. sono paralleli, ed il loro rap- 
porto è ancora r. Di qui si deduce che se P descrìve una retta, il 
suo omologo Q descrive pure una retta parallela alla prima; e se 
P descrive un piano, il suo omologo descrìve un piano parallelo al 
primo. 
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1 2. Sia l una retta variabile, la cui po9Ìzione ò funzione d'un nu- 
mero t Dati bl ti valori tet'\-hfe dette l ed ^ le posizioni corrispon- 
denti Molla retta, si prenda sulla retta l un punto A, e si immagini 

la retta l^ omotetica di P, con centro di omotetia in A e con rap- 

1 
porto di omotetia eguale ad -^ . Alla retta limite della l^y ove si 

faccia tendere h a zero, daremo il nome di retta polare di / nel 
suo punto A. Se col tendere di 7^ a zero, l' ha per limite l, la retta 
l^, che è parallela ad P, ha per limite una parallela alla l, ossia la 
polare d*una retta in un suo punto è una parallela alla retta data. 
Fra le polari d'una retta nei suoi varii punti e le derivate di 
punti che stanno sulla retta passano notevoli relazioni, enunciate 
nelle proposizioni che seguono. 

Teorema I. — Se A è un punto funzione di ^ avventa 
derivata u = AU, e ^ è una retta, funzione continua di tf 
passante sempre per A, la polare di l nel i t^ ^ A 
punto A è la retta a parallela ad l pas- 
sante pel punto U termine della derivata 
di A. 

Infatti, dati a t i valori ^ e t-\-h, e dette A, / 
e A', l' le posizioni corrispondenti del punto e 
della retta, si faccia 

e sia l^ la omotetica di P con centro di omotetia in A, e con rapporto 

1 
di omotetia y . La retta l^ passa per A^. Si faccia tendere h a zero ; 

AAj ha per limite la derivata AU del punto A; il punto A^ ha per 
limite U; e la retta l^, che passa per A^ ed è parallela ad ?, ha per 
limite la retta a passante per U e parallela ad l; dunque questa 
è la polare di l nel suo punto A. 

Teorema II. — Se A è il punto d'intersezione della retta 
variabile l con una linea fissa G, o con una superficie 
fissa S, aventi rispettivamente tangente o piano- tan- 
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gente, e se ^ ha in A la polare o^ la derivata del punto 
A ha per termine il punto d*intersezione di a colla tan- 
gente alla Cy col piano tangente alla S. 
Infatti, dati a H valori t e t-{-h, e dette Ij ket, AJ le posiziom 

corrispondenti della retta e del punto, si &ccia.AA^ = "a"^^' ^ 

1 

sia l^ l'omotetica di y con centro A e con rapporto -j- ; la retta 

l^ passa per A^. Si fàccia. tendere h a zero; la retta l^ ha per li- 
mite la a polare di A; e se A sta su una curva G, la AA'A^ ha 
per limite la tangente alla G in A ; e A^ punto d'intersezione di Aà! 
colla l^ ha per limite il punto U d'intersezione della tangente alla 
G in A coUa retta a. Se A sta su d'una superficie S, la retta AA'A^ 
è contenuta in un piano avente per limite il piano tangente, e A^ 
punto d'intersezione di questo piano variabile colla l^ ha per limite 
il punto d'intersezione U del piano tangente colla a. Dunque in 
ogni caso la AA^ ha per limite la AU, ossia il punto A ha per 
derivata AU, ed il suo estremo U è il punto d'intersezione della 
retta a, polare di A, colla tangente alla G, o col piano tangente alla 
S nel punto considerato. 

TeorkmaIU. — Se A è il punto d'intersezione delle rette 
variabili /ed m funzioni di t, aventi polari nel punto A, 
questo loro punto d'intersezione ha derivata, il cui ter- 
mine è il punto d'intersezione delle polari di / ed min A. 

Infatti, dette /, m, A e l\ m\ A' le posi- 
zioni delle rette e del punto corrispondenti 

ai valori t ^ t-^-ìi della variabile, e fatto 

1 
AAj =-y-AA', se l^ ed m^ sono le rette omo- 
tetiche di t ed m! ottenute col metodo solilo, 
le rette l^ ed m^ si incontrano in A^ ; fatto tendere h a zero, le l^ ed 
m^ hanno per limiti le polari delle / ed m in A^ ed il punto A^ 
ha per limite il punto U d'intersezione di queste polari ; quindi il 
segmento AA^ ha per limite AU, e questa è la derivata di A; 
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dunque A ha derivata, ed il suo estremo U ò il punto d*interse- 
zione delle polari di ^ ed m in A, e. v, d. 

13. Teorema IV. — Se dei punti ABC d'intersezione 
della retta variabile / con tre piani paralleli fissi aPr» 
due hanno derivata AUeBY, anche il terzo ha derivata 
GW, egli estremi U, V, W di queste derivate sono in 
linea retta. 

Infatti, il punto G della retta AB si può considerare come il ba- 
ricentro dei punti A e B, ove ad essi si affiggano pesi convenienti 
m ed n; quindi, detto un punto dello spazio, sarà 

(mH-n)OG = wOA4-nOB. 

Data alla variabile t un nuovo valore t-{-h, e dette t, A', B', G' 
le nuove posizioni della retta e dei suoi punti d'intersezione coi 
piani fissi, A' B' G' si possono considerare come proiezioni parallele 
di A B G su ^; e quindi sarà ancora 

(w + n) OG' s wOA' + wOB'. 

Sottraendo da questa equipollenza la precedente, si ha: 

(m+ n)GG' = wAA' -f-wBB' , 
e dividendo per h 

, , .OC' AA' BB' 

Facciasi tendere h a zero; i segmenti -^ e -r- hanno per li- 
miti le derivate AU e BV dei punti A e B; quindi anche G ha 
derivata GW data dalla formula 

(m + n) GW = wAU + nBV; 
aggiungendo a questa equipollenza la prima, si ha 

(m + n) W = wOU + nO V , 

Pbaxo, Owm. éifln, 21 
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la quale dice che W si può considerare come il baricentro di U 
e V coi pesi m ed n, e quindi U, V, W sono in linea retta. 

Bai teorema precedente si deduce che se una retta l ba rette 
polari a e & in due suoi punti A e B, essa ha retta polare e in 
ogni altro suo punto G, e la costruzione di e si ottiene a questo modo: 

Si conducano per A, B, G tre piani paralleli, a, p, t; il 
primo incontri la polare a in U, e il secondo la polare 
& in V; si conduca la UV, eie incontri il terzo piano t 
in W. La retta e condotta per W parallelamente ad a 
è la polare di l in G. 

Infatti, poiché la retta l ha polari a e & nei punti A e B, i punti 
d*intersezione di questa retta coi piani a, p hanno derivata, le quali 
in virtù del teorema li sono AU e BV. Quindi, pel teorema prece- 
dente, anche il punto G d*intersezione della l col piano y ha deri- 
vata, che è la GW, e perciò (teorema I) la retta l ha polare in C 
che è la e. 

Se la retta mobile l sta in un piano fisso, invece di condurre i 
tre piani paralleli a, ?, j basta segnare le loro intersezioni con 
questo piano fisso, e si ha la costruzione: si conducano per ABC 




tre rette parallele AU, BV, GW; le due prime incontrino nei punti 
U e V le polari a e &; la retta UV incontri la terza parallela in 
W; la retta e condotta per W parallelamente ad / è la polare 
cercata. 

1 4. Le proposizioni ora dimostrate permettono di risolvere molti 
problemi, in cui si ha a determinare la derivata d'un punto, o la 
tangente ad una curva. Eccone alcuni esempi. 
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i« Conoscendo le derivate AU e BV dei punti A e B, de- 
terminare la derivata GW del punto C d'intersezione 
della retta AB con una linea o superficie fissa, della 
quale si conosce la tangente G^, o il piano tangente. 




Poiché sono note le derivate dei punti A e B, in virtù del teo- 
rema I, sono note le polari a e b dalla retta AB nei punti A e B ; 
quindi la retta ABG ha pure polare e nel suo punto G, in virtù 
dell'ultimo teorema dimostrato; e pel teorema n, è determinata 
la derivata di G. 

2^ Gonoscendo la derivata del punto P, determinare 
la derivata della sua proiezione Q fatta da un centro 
fisso su d'un piano fisso ir. 

Questo problema non è che caso particolare del precedente, ove 
ai punti ABG sono sostituiti i punti P Q, ed alla superficie un 
piano TT, e si ha la costruzione seguente. 

Sia PU la derivata di P; si segni la retta p passante per U e 
parallela ad OP (la quale retta è la polare di OPQ in P); si im- 
maginino due piani a e p paralleli passanti per P e Q; il primo 
incontri p in F^; la OP^ incontri il piano p in Q^; sia q la retta 
passante per Q, e parallela ad OPQ (la quale g è la polare di OPQ 
in Q) ; la ^ incontri il piano tt in V. Sarà QV la derivata di Q. 
La costruzione precedente si può semplificare prendendo convenien- 
temente i piani paralleli a e p, la cui giacitura è arbitraria; si 
può p. e. assumere per p lo stesso piano ir. 

3^ In un piano fisso sono segnati tre punti ABG e due 
linee l^ ed /,. Da A si conduca una retta ad incon- 
trare ^4 in P e /j in Q; le rette BP e GQ si incontrino in R. 
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Conoscendo le tangenti alle linee l^ ed l^, trovare la 
tangente alla linea che descrive R. 

Poiché A è fisso, e P ha derivata nota, è determinata la derivata 
di Q, in virtù del prohlema 1®; inoltre, poiché sono note le derivate 
dei punti B e P della BPR, é nota la polare di questa retta in R; 
per la stessa ragione é nota la polare di GQR in R; e quindi, pel 
teorema III, é nota la derivata del punto R, e la direzione di ^^ita 
derivata é la direzione della tangente alla curva che esso descrive. 

4® Una retta l ruota in un piano fisso attorno ad un 
punto fisso A; l'angolo a che questa retta fa con una 
retta fissa AB é data funzione della variabile t; trovare 
la polare della retta in un suo punto qualunque P. 

Se il punto P si muove colla retta l mantenendosi ad una di- 
stanza fissa da A, esso descrive un cerchio; e la derivata di qu^to 
punto, ossia del segmento AP, é un segmento PU normale ad AP 
ed in lunghezza eguale alla lunghezza di AP moltiplicata per la 

derivata ^ . Per U si conduca la parallela ad AP; sarà questa la 

polare della retta in P. 

5* In un piano fisso, due rette AP e BP ruotano in- 
torno ai punti fissi A e B. Gli angoli a e p che esse fanno 
colla retta fissa AB sono date funzioni di t; trovare la 
derivata del punto P d'incontro delle due rette. 

Pel problema che precede, sono note le polari delle rette AP e 
BP nel punto P; quindi (teorema HI) é determinata la derivata 
del punto P. La costruzione é la seguente. Sia PU un segmento 

da 

normale ad AP ed eguale in lunghezza ad AP ^ ; sia P V un seg- 

d& 
mento normale a BP ed eguale in lunghezza a BP^ • Le parai* 

lele ad AP e BP condotte rispettivamente per U eT si incontrino 
in W. Sarà PW la derivata di P, e la sua direzione é la direzione 
della tangente alla curva descritta da P. 



I 
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Se si fa ruotare la figura PU\'W attorno a P d*un angolo retto, 
i segmenti FU e PV vengono a coincidere in direzione con AP e 
BP, e la nuova direzione di PW è normale alla curva; si deduce 
cosi una costruzione della normale alquanto più semplice di quella 
della tangente. 

6® La retta l passa pel punto variabile P, ed è paral- 
lela ad una retta fissa m. Conoscendo la derivata di P, 
trovare la polare di l in un suo punto qualunque. 

Sia PU la derivata di P; siano A e B due punti fissi su m. Si 
faccia PQ ^ AB. Sarà Q un punto di L Essendo un'origine arbi- 
traria, si avrà PQ = OQ — OP, e quindi OQ = OP + AB. Si derivi 
questa equipollenza ; osservando che la derivata di OP è PU, detta 
QV la derivata di Q, si deduce QV = PU ; quindi la parallela alla 
l condotta per V è la polare cercata. Si osservi che la retta UV 
è appunto questa polare, ossia una retta che si sposta conservan- 
dosi sempre parallela ad una retta fissa ha la medesima polare in 
tutti i suoi punti. 

15. Inviluppi di rette nel piano. La posizione della retta l 
nel piano sia funzione della variabile t Variando t, la l assume 
infinite posizioni, il cui insieme determina un inviluppo. Per bre- 
vità diremo punto di contatto della retta coU'inviluppo il punto 
d'incontro della retta colla successiva, e diremo normale all'invi- 
luppo della retta l la perpendicolare alla retta nel suo punto di 
contatto coirinviluppo. Così, se le rette del sistema inviluppano una 
vera curva, queste espressioni riacquistano i soliti significati; ma 
se p. e. la retta ruota attorno ad un punto fisso, il punto di con- 
tatto della retta coll'inviluppo sarà il punto fisso, e la normale al- 
l'inviluppo sarà la perpendicolare alla retta variabile nel punto 
fisso. Due rette consecutive l ed l' del sistema hanno due bisse- 
trici; ed è chiaro che, col tendere di F ad /, una ha per limite 
la l stessa, e l'altra bissetrice ha per limite la normale all'invi- 
luppo della l; quindi la normale all'inviluppo della retta ^ è il 
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limite del luogo* dei punti equidistanti da due rette consecutive del 
sistema. 

Il punto di contatto della retta l coirinviluppo, ove siano note 
le polari della l nei suoi punti, si può costrurre colla seguente 
regola : 

Se ae& sono le polari della retta l nei suoi due punti 
A e B, condotte per A e B due rette parallele AU e BV, 
che incontrino le polari a e & in U e V, la retta UV, se 
non è parallela nò coincide colla /, la incontra in un 
punto C, che è il punto d*intersezione della l colla 
retta successiva del sistema. 




Infatti, la retta l\ corrispondente al valore ^ -j- ^ della variabile, 
incontri le parallele AU e BV in A' e B'. Fatto AA^ = y- AA' , e 

BBj = -j- BB', le rette AB, A'B', e A^B^ passano per uno stess) 

punto. Si faccia tendere h a zero. I segmenti AA^ e BB^ hanno 
per limiti AU e BV; la A^B^ ha per limite la UV; ed il punto 
d'intersezione di AB con A'B', cioò di AB con A^B^, ha per lìmite 
il punto d'incontro della AB colla UV, e. v. d. 

Si osservi che la polare della / nel suo punto G coincide colla 
retta / stessa. Quindi, variando la retta / ed il punto corrispondente 
G dell'inviluppo, se G ha derivata non nulla, l'estremo di guesta 
derivata deve trovarsi sulla stessa retta ^ e la derivata di G avTà 
la direzione della l\ ossia la ^ ò tangente alla curva descritta da 
C, cioò al proprio inviluppo. Si riconoscerà che G ha una derivala 
non nulla se p. e. si riconosce che la retta UVG ha nel punto C 
una polare distinta da essa, poichò in questo caso la derivata di C 
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è data dal teorema III del N. 2. Adunque, sotto le condizioni enun- 
ciate, le rette l sono tangenti al loro inviluppo nei 
punti corrispondenti. 

16. Molte questioni riferentisi agli inviluppi si possono trattare 
con considerazioni geometriche. 

È noto che se in un piano si hanno due figure ABC... e A'B'C... 
eguali e dello stesso senso, e se due segmenti corrispondenti 
AB e A'B' non sono equipollenti, esiste nel piano un punto S tale 
che le figure SABC... e SA^B'C... sono ancora eguali e dello 
stesso senso, n punto S dista egualmente da tutte le coppie 
di punti omologhi, come AA^ BB', ...., e quindi si trova sulla 
perpendicolare nel punto medio di ogni segmento che unisce 
una coppia di punti omologhi; lo stesso punto dista pure egual- 
mente da ogni coppia di rette omologhe, come AB e A'B^ e 
quindi giace sulla bissetrice esterna dell* angolo di due rette omo- 
loghe. Se si fa ruotare la figura ABC... attorno ad S finché A 
venga in A^ la prima figura viene a coincidere colla seconda. 

Suppongasi ora che una figura piana, di forma invariabile, si 
muova nel proprio piano, e che la sua posizione sia funzione d'un 
numero t\ attribuiti a t due valori ^ e ^ + ^, e detto S il punto 
attorno a cui ruotando la figura, essa passa dalla prima alla se^ 
conda posizione, avviene nei casi più comuni, che, col tendere di 
h a zero, il punto S tenda ad un limite O. A questo punto si da 
il nome di centro d*istantanea rotazione della figura. 

Noi ci assicureremo dell'esistenza di questo punto 0, e lo deter- 
mineremo, se due rette passanti per S tendono verso posizioni 
limiti non parallele nò coincidenti, e Tintersezione di queste rette 
limiti è il punto 0. Cosi noi sappiamo che se AA' sono due posizioni 
d'uno stesso punto della figura mobile, la perpendicolare nel punto 
medio di AA' passa per S, e il limite di questa perpendicolare è 
la normale aUa linea descritta da A. Sappiamo pure che la bisse- 
trice esterna di due posizioni d'una stessa retta della figura passa 
per S, ed il limite di questa bissetrice è la normale all' inviluppo 
della retta. 
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Adunque, se si conoscono le normali alle linee descritte da due 
punti della figura, ovvero le normali al luogo d'un punto, e all'in- 
viluppo d'una retta, od infine le normali all'inviluppo di due rette, 
e queste normali non sono né parallele né coincidenti, il loro punto 
d'incontro è il centro O d'istantanea rotazione. 

Cosi determinato il punto O, la normale al luogo descritto da 
ogni punto della figura, come pure la normale all'inviluppo d'ogni 
retta della figura passa per 0. 



17. Ecco alcune applicazioni del centro d'istantanea rotazione 
per determinare tangenti a curve, e punti di inviluppi. 

1® Un segmento AB di lunghezza costante si muove in guisa che 
i suoi estremi scorrono su due linee date, di cui si conoscono le 
tangenti ; determinare la tangente alla linea descritta da un punto 
G invariabilmente connesso con A e B, e il punto di contatto della 
retta AB col suo inviluppo. 

n centro d'istantanea rotazione della figura ABC è il punto S 
d'incontro delle normali alle linee descritte da A e B; quindi la 
se è la normale alla linea descritta da G, e la proiezione di Ssu 
AB è il punto di contatto di AB col suo inviluppo. 

La seconda questione fu già trattata al N. 8. Si dimostra che, 
se A e B scorrono su due assi Ox ed Oy^ ogni punto G connesso 
invariabilmente con A e B descrive un'ellisse. 

2^ Un segmento AB di lunghezza costante si muove nel piano. 
Conoscendo la tangente alla linea descritta da A, ed il punto di 
contatto della AB col suo inviluppo, determinare la tangente alla 
linea descritta da B. 

La normale al luogo del punto A, e la normale all'inviluppo 
della retta AB, cioè la normale ad AB nel suo punto di contatto 
coU'inviluppo, si incontrano nel centro d'istantanea rotazione S; 
SB è la normale al luogo del punto B. 

Come caso speciale, se la retta AB passa per un punto fisso 0, 
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il ponto B descrive la concoide della linea descritta da A, e si 
ottiene cosi la costruzione della tangente alla concoide già data al 
Gap. II, 19. 

3* Due rette a e & variabili comprendono un angolo costante. 
Conoscendo i punti di contatto di queste rette col loro inviluppo, 
determinare la tangente alla linea descritta dal loro punto d*in- 
contro M. 

Le normali agli inviluppi delle rette a e 2^ si incontrano nel centro 
d'istantanea rotazione S; sarà SM la normale al luogo del punto M. 
(V. Gap. II, eserc. 9). 

Gome caso speciale, se Tangolò compreso fra le rette date è retto, 
e se una di queste rette OM passa per un punto fisso 0, mentre 
l'altra MP inviluppa una curva, e P è il punto di contatto, il 
luogo del punto M è la podaria della curva inviluppata dalla MP, 
con polo in 0. Formato il rettangolo OMPS, la diagonale MS è la 
normale alla podaria. (V. Gap. II, eserc. 7). 

4® Due rette OM ed MP comprendono un angolo retto; la retta 
OM passa pel punto fisso 0, e il punto M descrive una curva di 
cui si conosce la tangente. Determinare il punto P di contatto 
della MP col suo inviluppo. 

La normale ad OM in O e la normale alla curva descritta da M 
si incontrano nel centro d'istantanea rotazione S; il punto cercato 
P è la proiezione di S sulla MP. 

Si osservi che l'inviluppo delle rette MP ha perj podaria la curva 
descritta da M. 

18. Un numero U può essere funzione della posizione d'una retta 
l nel piano. Gosi son funzioni della posizione di / i numeri che 
misurano le sue distanze da punti fissi, ed ogni funzione ana- 
litica di tali distanze. Le rette del piano per cui la funzione U ha 
un valore costante inviluppano in generale una linea. Per deter- 
minare il punto di contatto delle rette del sistema coll'inviluppo 
può servire il seguente 
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Teorema. -— Se ^^ /i, ....A, sono, in un piano fisso, le 
distanze della retta variabile l dai punti fissi A^ A, ... 
A^, ed IT è funzione di queste distanze 

U = f(h^y h^, .... h^) , 

la retta l tocca l'inviluppo delle rette per cuiUha uno 
stesso valore nel punto che è la proiezione sulla l del 
baricentro dei punti A^ A« .... A^, cui siano affissi i nn- 

. df df df 

"^^^^ dh^' dh^' "" dK' 

Infatti siano l ed V due posizioni della retta; A^i, A/^t— ^' 
e AU le diflTerenze dei valori delle distanze h^ h^ — h^ e della 
loro funzione U corrispondenti alle due posizioni della retta. 

Sarà 

Sia S il baricentro dei punti A^ A^ .... A„ cui siano affissi i nò- 
meri -^ + €i , .... -^ + €^. Indicando con p la distanza di ; da S 
sarà 

Sostituendo alla / la V^ e sottraendo le formule ottenute, si ha 



Z 



e quindi 
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Se ora le rette l ed P sono tali che AU = 0, dovrà pure essere 
Ap = 0, e le "rette l ed P distano egualmente da S. Si faccia ten- 
dere P verso L JjO quantità ^h^ , A^^ , .... e^ , Cj , .... hanno per 
limite zero; il punto S baricentro di A^ . . . . A^ colle masse 

^ + €t , .... ^ + €« , ha per limite il punto baricentro di A^ 

.... A^ colle masse -^ , .... -^ . Pertanto un punto S equidistante 

dalle rette IP ha per limite il punto O; dunque la perpendicolare 
abbassata da sulla ^ è la normale all'inviluppo della /, ed il suo 
piede è il punto di contatto della l col suo inviluppo. 

19. Superficie rigate. Una retta l mobile nello spazio, la cui 
posizione dipenda dai valori d'una variabile numerica t, descrive 
una superficie rigata. 

11 piano tangente alla superficie in un punto A d'una genera- 
trice ^ è il piano che passa per A e per la polare a di ^ nel suo 
punto A. Invero, sia A' un altro punto della superficie, per cui 
passa la generatrice P, corrispondente al valore t-^h della varia- 
bile numerica t Detta ^^ la retta omotetica di P con centro di omo- 

tetia in A, e con rapporto j , i punti AA' e le rette P l^ giacciono 

in uno stesso piano. Facciasi tendere A' verso A; la retta ^^ ha per 
limite la retta a, polare di Mn A ; e il piano A A' P l^ ha per li- 
mite il piano A a. Pertanto per ogni retta che uniate il punto A 
con un altro punto A' della superficie si può condurre un piano 
AP li che, col tendere di A' verso A, ha per limite il piano A a; 
dunque (pag. 117) questo è il piano tangente alla superficie in A. 
Se la retta mobile l ha le polari a e & in due suoi punti A e B, 
essa avrà polare in ogni altro suo punto, e quindi risulta determi- 
nato il piano tangente in ogni punto della generatrice. Per quanto 
si è detto, la costruzione del piano tangente in un terzo punto G 
è la seguente. Si conducano per A e B due piani paralleli a e p che 
incontrino le polari a e & in U e V ; la retta U V incontra il piano 
T condotto per G parallelamente ai piani a e P [in W; per W si 
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conduca la retta e parallela ad /; questa sarà la polare di&inC, 
e il piano Ce è il piano tangente cercato. 

Se le tre parallele l, a, b giacciono in uno stesso piano, giacerà 
pure in esso la polare e in ogni punto G; perciò i piani tangenti 
in tutti i punti della generatrice coincidono. Se invece essi non 
giacciono in uno stesso piano, allora varia il piano tangente in esso; 
e siccome il piano tangente si ottiene dal punto G mediante proie- 
zioni e sezioni, si conchiude che mentre il punto di contatto descrive 
sulla generatrice una punteggiata, il piano tangente corrispondente 
descrive un fascio di piani proiettivo a quella punteggiata. 

20. Piani variabili. Le cose dette per le rette variabili si pos- 
sono applicare con leggere modificazioni ai piani variabili. Noi ci 
limiteremo a pochi cenni. 

Sia IT un piano, la cui posizione dipenda da una variabile nu- 
merica t Sia A un punto di n. Si attribuisca alla variabile / un 
nuovo valore t-\-h, e sia ti' il piano corrispondente; si immagini 

il piano omotetico di tt' con centro d'omotetia in A e con rapporto 

1 
d'omotetia -j-. Gol tendere di Ti a zero questo piano tende in gene- 
rale ad una posizione limite a, parallela a n; al piano a daremo 
il nome di piano polare di n nel suo punto A. 

Si dimostrano con ragionamenti analoghi ai precedenti le propo- 
sizioni che seguono. 

Se AU è la derivata del punto A e a il piano polare di ir in A, 
il piano a contiene il punto U. Questa proprietà permette di costrurre 
il piano polare a ove si conosca la derivata del punto A; ovvero 
di costrurre la derivata del punto A conoscendo il piano polare a, 
e la direzione della derivata di A. Esso permette pure di costrurre 
la derivata del punto A d'incontro d'un piano tt e d'una retta /, ove 
in quel punto si conoscano il piano polare a e la retta polare a del 
piano e retta date; l'estremo della derivata di A è il punto a a. In- 
fine, se TT, p, a sono tre piani variabili e se a, p, j sono i loro piani 
polari nel loro punto comune A, l'estremo della derivata di A è il 
punto a p T- 
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Se a, p, T sono ì piani polari del piano variabile tt in tre suoi 
punti A B G non in linea retta, il piano polare di tt in questo suo 
punto D si costruisce a questo modo : si conducano per A B G D 
quattro rette parallele hhlm; le prime tre incontrino rispettiva- 
mente i piani aPr ^^ HKL; il piano HKL incontri la m in M; 
il piano b condotto per M, parallelamente a ir è il piano cercato. 
La retta intersezione del piano HKL col piano tt è il limite del- 
Tintersezìone del piano tt con un piano successivo del sistema, ossia 
è la caratteristica dell'inviluppo dei piani tt. 

Si consideri infine il sistema di piani per cui ha un valore co- 
stante una funzione f(hi, A„ . .. . hj delle loro distanze h^h^...h^ 
da n punti fissi A^ A, ... A.. Il punto di contatto d*un piano del si- 
stema col suo inviluppo è la proiezione ortogonale su quel piano del 

baricentro dei punti dati, cui siano affissi i numeri yl-, -?/,••• jt-* 

1 piani per cui sono costanti due funzioni analitiche f e (p delle 
loro distanze da n punti dati si possono, in generale, far corrispon- 
dere unìvocamente ad un numero. La caratteristica d*uno dei piani 
del sistema è la congiungente le proiezioni su quel piano dei due 
baricentri dei punti dati, cui si immaginano afiissi numeri rispetti- 
vamente eguali alle derivate parziali di /* e (p rispetto a queste 
distanze. 



Esercizio 

1. Dai ponti della curva di equazione f — ] + ( l~ ) => i si abbassino le 

perpendicolari sugli assi e si segni la retta che passa pei piedi di queste per- 
pendicolari. L'inviluppo di queste rette ha per equazione 



m m 



fe)"*' <i] 



m -h 1 



2. L*inviluppo dei cerchi aventi per diametri i raggi vettori condotti da un 
punto fisso ai punti d*una curva G è la podaria di G rispetto ad O. 

3. L'inviluppo dei cerchi il cui centro sta su d*una curva fissa G, e che pas- 
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sano per un punto fisso è la podaria, rispetto ad 0, della curva omotetica di 
G, con centro di omotetia in 0, e con rapporto di omotetia eguale a 2. 

4. L'inviluppo delle curve di equaziime y^ — .{x — 0*=^ ove vani <,è Tasae 
deUe X. Le tangenti alle curve del sistema nei punti dell^inviluppo sono nonsali 
airin viluppo. 

5. L'evoluta della parabola y*s=2p« ha per equazione fnpf/*ssi8(x^pf. 

6. L'evoluta della curva «e» + y' =3 a* è (a? + y)' + (^ — yf = 20*. 

7. Dai punti d'un piano ~'+t~H — = 1 ^i abbassano le perpendicolari sogli 
assi; l'inviluppo dei piani passanti pei piedi di queste perpendicolari ha per 
«reazione |/^ + |/^ + J/J = 1. . 

8. Dai punti della superficie di equazione j — J +(t-) +{^) »=là 

abbassino le perpeudicolari sugli assi; l'inviluppo dei piani passanti pei piedi 
di queste perpendicolari ha per equazione 



ftt tu fu 



U) +(f) +U) =*• 

9. Dai punti deUa superficie data neiresercizio precedente si abbassino le per- 
pendicolari sui piani coordinati ; l'inviluppo dei piani passanti pei piedi di queste 
perpendicolari ha per equazione 



tn tn tn 



Wj +[hj +(&) 



m + 1 

= 1. 



10. Ad ogni punto («?, y, z) della superficie 1 — j +(r-) +{"") "^^ 

facciasi corrispondere la superficie di equazione ( — ) +( — J +("")=^^' 
L'inviluppo di queste superficie ha per equazione 

mp mp mp 



l^) -^(b) +I7) 
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